


پیشگفتار

سلام 
ریاضیات  درس  در  تشریحی  آزمون‌های  برای  آموزشی  کمک  کتاب  کامل‌ترین  کتاب  این   

گسسته است. 

 در این کتاب به شما یاد داده‌ام که چه مطالبی را برای شرکت در امتحانات تشریحی باید 

بدانیم تا مفاهیم و نکات خاصی که برای شرکت در کنکور سراسری بلدید را با خود سر جلسه 

نبرید و از آن‌ها در پاسخ‌گویی استفاده نکنید. این کار را با ارائۀ بسته‌های آموزشی مفید، 

مختصر و مهندسی‌شده انجام داده‌ام. 

 در انتهای هر بستۀ آموزشی، تعداد زیادی سؤال که از نظر تعداد و درجۀ سختی متناسب 

با مطالب آن بسته و امتحانات تشریحی است آورده‌ام. 

 با حل این سؤالات آمادگی لازم برای کسب نمرۀ 20 در هر آزمون تشریحی را کسب می‌کنید. 

کتاب  تکمیلی  تمرینات  و  درسی  کتاب  کلاس‌های  در  کار  فعالیت‌ها،  تمرینات،  تمام  زیرا 

راهنمای معلم را پوشش داده‌ام. 

 پاسخ تشریحی سؤالات هم به گونه‌ای است که قابل فهم، خودآموز و راهگشا باشد. 

 در انتها تشکر ویژه می‌کنم از تمام همکارانم در انتشارات بین‌المللی گاج که بدون کمک 

آن‌‌ها آماده کردن این کتاب امکان‌پذیر نبود.

 با بنده می‌توانید از طریق آیدی تلگرام ar_amid@ در ارتباط باشید.

    @Arash‌Amid
  ar.Amid
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فصل اول

ریاضیات گسسته

درس اول: استدلال ریاضی1

در این درس با پنج نوع استدلال که در اثبات درستی یا نادرستی گزاره‌های ریاضی به‌کار می‌روند آشنا می‌شویم که عبارتند از:

3 اثبات با در نظر گرفتن همۀ حالت‌ها 2 اثبات مستقیم	 1 مثال نقض	

5 اثبات بازگشتی  4 برهان خلف	

مثال نقض بستۀ اول

گزاره‌ای نادرست است.  گزارۀ »هر عدد اول، عددی فرد است.«   مثال نقض: به مثالی که برای رد کردن یک حکم کلی به‌کار می‌رود مثال نقض می‌گویند. مثلًا 
گزارۀ »هر عدد اول، عددی فرد  گزاره نادرست است، عدد 2 را مثال می‌زنیم و می‌گوییم 2 عددی اول است ولی فرد نیست، پس  کنیم این  حال برای آن‌که اثبات 

است.« نادرست می‌باشد.
گزاره‌ها با سور عمومی می‌توانند مثال نقض داشته باشند. برای ارائۀ مثال نقض باید بر تمام  گزاره‌های شرطی و   ابزارهای لازم برای ارائۀ مثال نقض: 

مفاهیم ریاضی که در دورۀ دبیرستان خوانده‌ایم تسلط نسبی داشته باشیم و به دو مورد زیر نیز توجه کنیم:
، باید مثالی بزنیم که فرض گزارۀ شرطی، یعنی p درست ولی حکم گزاره  p q 1 برای ارائۀ مثال نقض برای گزارۀ شرطی

یعنی q نادرست باشد. این مطلب را سطر مشخص‌شدۀ جدول مقابل توجیه می‌کند. 

�

p(x نادرست باشد. )0 p(x) پیدا  کنیم به طوری‌که x0 از دامنۀ گزاره نمای x« کافی است عضوی مانند p; (x) 2 برای ارائۀ مثال نقض برای گزارۀ سوری »

ح شده و شما باید ضمن تشخیص نادرست بودن آن‌ها برای آن‌ها مثال نقض ارایه کنید.  مثال نقض‌های کتاب درسی:  در کتاب درسی گزاره‌های زیر مطر

)مثال قسمت )ب( صفحۀ 2 کتاب درسی( 2 به ازای همۀ عددهای طبیعی n، عددی اول است. � 12n
 1 عدد

 n  5  

641 هستش، پس اول نیست. نیازی به حفظ  6700417 4294967297 می‌شه و تجزیۀ این عدد به‌صورت 2 برابر 125 کتاب درسی گفته
n هست.  5 کردن اون عدد غول و تجزیش نیست، فقط حفظ کنید که مثال نقضش

 ،n نکته هیچ رابطه‌ای وجود ندارد که به ازای همۀ ورودی‌هایش، عدد اول تولید کند، پس هرگاه گزاره‌ای نظیر »عبارت فُلان، به ازای همۀ عددهای طبیعی
عددی اول است.« دیدید، مطمئن باشید مثال نقض دارد و برای اثبات نادرستی آن دنبال مثال نقض بگردید.

)کار در کلاس قسمت )ب( صفحۀ 3 کتاب درسی( x است. � y x y   ،y و x 2 برای هر دو عدد حقیقی

. 1 1 1 1
2 2
  � ��� �� ؛ y  x و1  1  

توجه کن که در این‌جا می‌تونی مثال نقض‌های زیادی ارائه کنی.

y دیگر درست نبود و باید دو عدد متمایز مثل 5 و 4مثال بزنیم.  x و1  گر در عبارت می‌گفت برای هر دو عدد حقیقی و متمایز x و y، آن‌گاه1 نکته ا
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)کار در کلاس قسمت )پ( صفحۀ 3 کتاب درسی( 2 اول است.� 1n  3 برای هر عدد طبیعی بزرگ‌تر از 1، عدد

2 برابر 15 می‌شود که اول نیست. 1n  n عدد  4 ، به ازای  n  4  
2 هم همین‌طوره و حتماً مثال نقض داره. 1n   گفته بودم که هیچ رابطه‌ای وجود نداره که به ازای همۀ ورودی‌هاش عدد اول تولید کنه، پس

)کار در کلاس قسمت )ث( صفحۀ 3 کتاب درسی( �.B C A آن‌گاه B A C  گر  برای سه مجموعۀ B ،A و C داشته باشیم 4 ا

B می‌باشد. C A است ولی B A C  C، در این‌صورت  { }3 B و  { , }1 2 ،A { , , , }1 2 3 4  

 A B A C  ،A B A C  ک و تفاضل مجموعه‌ها برقرار نیست، یعنی از تساوی‌های نکته به‌طور کلی قانون حذف در مورد اجتماع، اشترا
B است. پس هرگاه چنین گزاره‌هایی دیدید مطمئن باشید که نادرست هستند و  C B نمی‌توان نتیجه گرفت که A C A   A یا B A C   و

دنبال مثال نقض بگردید.

مثال نقض پرسش‌های تشریحی بسته

1
در صفحۀ 3 کتاب درسی چنین جمله‌ای وجود داره که »محتوای آموزش این درس در چارچوب مطالبی است که تاکنون آموخته‌اید.« پس ممکنه 

سؤالای مثال نقض فقط همونایی نباشه که تو کتاب گسسته اومده، بنابراین در اینجا کلی سؤال مثال نقض براتون آماده کردم.

  جاهای خالی را با عبارت‌های مناسب پر کنید. 

	1 2عددی اول است« را نقض می‌کند، عدد ................... است.. 12n
 کوچک‌ترین عدد طبیعی که کلیت حکم »ا گر n یک عدد طبیعی باشد، 

	2 n عددی اول است« را نقض می‌کند، عدد ................... است.. n2 5  کوچک‌ترین عدد طبیعی که کلیت حکم »به‌ازای هر عدد طبیعی n، عدد 

	3 3مثال نقض عبارت »مربع هر عدد گنگ، عددی ................... است، می‌باشد. )گویا - گنگ(. 5 عدد 

	4 مجموع 6 عدد صحیح متوالی بر عدد 6 بخش‌پذیر ................... . )است - نیست(.

  درستی یا نادرستی گزاره‌های زیر را مشخص کنید.

	5 )شهریور 98(. حکم »مجموع هر دو عدد فرد، عددی زوج است.« مثال نقض ندارد.�

	6 « مثال نقض ندارد.. xy x y  ،y و x حکم »برای هر  دو عدد طبیعی

	7 حکم »مر بع هر عدد طبیعی از خود عدد بزرگ‌تر است.« مثال نقض دارد..

	8 « مثال نقض ندارد.. a b a آن‌گاه  b2 2 حکم »اگر 

	9 « مثال نقض ندارد.. a b2 2 a آن‌گاه  b حکم »اگر

.	10 2« در مجموعۀ اعداد طبیعی یک رقمی، مثال نقض ندارد. 2n n حکم »

.	11 حکم »مر بع هر عدد گنگ، عددی گنگ است.« همواره درست می‌باشد.

.	12 حکم »هر متوازی‌الاضلاعی که دو قطر برابر داشته باشد، مستطیل است.« مثال نقض دارد.

.	13 a عددی زوج است. b2 2 a زوج باشد، آن‌گاه عدد  b2 اگر 

.	14 )مرداد 1404( �. b  0 و  a  0 باشد، آن‌گاه  a b2 2 0++ == برای هر دو عدد حقیقی aو b، اگر 

.	15 p عددی زوج است. 1 اگر p عددی اول باشد، 

.	16 )خرداد 1400(  گزاره »حاصل‌ضرب سه عدد طبیعی متوالی بر 6 بخش‌پذیر است.« مثال نقض ندارد.�

 برای اثبات نادرستی گزاره‌های زیر، مثال نقض ارائه کنید.

.	17 a است.  0 a2 باشد، آن‌گاه 0 اگر a یک عدد حقیقی و

.	18 . x  10
3 x آن‌گاه  3 اگر

.	19 . x  0 x آن‌گاه x2  اگر

.	20 . x  0 x آن‌گاه x2  اگر

.	21 )تمرین 2 صفحۀ 8 کتاب درسی( x باشد.� x3 2 عدد حقیقی و مثبت x وجود ندارد  که

.	22 x است. x ،x برای هر عدد حقیقی و نامنفی
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.	23 . x  1 4، آن‌گاه 32 x اگر

.	24 . ac bd c آن‌گاه d a و b اگر

.	25 x برقرار است.
y z

x
y

x
z

  به ازای هر عدد حقیقی و ناصفر y ،x و z تساوی

.	26 . b  0 a و  0 ab آن‌گاه  0 اگر

.	27 مجموع 4 عدد صحیح متوالی بر 4 بخش‌پذیر است.

.	28 مجموع n عدد طبیعی متوالی بر n بخش‌پذیر است.

.	29 مربع هر عدد طبیعی از مکعب آن کوچک‌تر است. 

.	30 a عددی فرد است.  b2 2 اگر a و b دو عدد حقیقی و ab عددی فرد باشد،

.	31 هر عدد طبیعی را می‌توان به‌صورت مجموع اعداد طبیعی متوالی نوشت.

.	32 p2 عددی اول است.  1 اگر p عددی اول باشد، آن‌گاه

.	33 )مثال صفحۀ 2 کتاب درسی( 2 به ازای همۀ عددهای طبیعی n، عددی اول است. � 12n
 عدد

.	34 )کار در کلاس قسمت )پ( صفحۀ 3 کتاب درسی - شهریور 98 – دی 99( 2 اول است.� 1n  برای هر عدد طبیعی n بزرگ‌تر از 1، عدد

.	35 )شهریور 1401( 2 اول است.� 1n  برای هر عدد طبیعی n، عدد

.	36 2 عددی اول است. 3n  به ازای هر عدد طبیعی n، عدد

.	37 5 عددی اول است.  2n  برای هر عدد طبیعی n، عدد

.	38 3 یک عدد اول است. 4n  برای هر عدد طبیعی و یک‌رقمی n، عدد

.	39 3 اول است. 2n  برای هر عدد طبیعی n، عدد

.	40 2 عددی اول است. 5n n برای هر عدد طبیعی n، عدد

.	41 n عددی اول است. n2 41  به ازای هر عدد طبیعی n عدد

.	42 مجموع هر دو عدد مرکب، عددی مرکب است.

.	43 a اول نیست. b به ازای هیچ دو عدد اول a و b، عدد

.	44 حاصل‌ضرب هر دو عدد طبیعی، عددی مرکب است.

.	45 مجموع دو عدد مربع کامل، عددی مربع کامل نیست.

.	46 اگر مجموع ارقام عددی بر 4 بخش‌پذیر باشد، آن‌گاه آن عدد بر 4 بخش‌پذیر است.

.	47 n2 مضرب 12 باشد، آن‌گاه n نیز مضرب 12 است. اگر

.	48 )کار در کلاس قسمت )ب( صفحۀ 3 کتاب درسی - شهریور 99( �. x y x y   برای هر دو عدد حقیقی x و y داریم:

.	49 . xy x y  برای هر دو عدد حقیقی x و y داریم:

.	50 . x y x y   x باشد، آن‌گاه y  0 اگر x و y دو عدد حقیقی و

.	51 حاصل‌ضرب هر دو عدد گنگ، عددی گنگ است.

.	52 xy عدی گنگ است. اگر x و y اعداد گنگ باشند،

.	53 9 عددی گنگ است. 12 52n n  اگر n عددی گنگ باشد، عدد

.	54 )خرداد 99 - شهریور 99 - خرداد 1401( حاصل‌جمع هر دو عدد گنگ، عددی گنگ است.�

.	55 )شهریور و دی 1402( حاصل‌ضرب هر عدد گویا در عدد گنگ، همواره عددی گنگ است.�

.	56 b یک عدد گنگ است. ac اگر b ،a و c اعداد طبیعی متمایز باشند، آن‌گاه

.	57 a نیز گویا است. b2 a عددی گویا باشد، b اگر a و b دو عدد گنگ و

.	58 مکعب هر عدد گنگ، عددی گنگ است.

.	59 حاصل تقسیم هر دو عدد گویا، عددی گویا است.

.	60 B است.  C A باشد، آن‌گاه B A C   اگر B ،A و C سه مجموعه‌ و

.	61 A است.  B A باشد، آن‌گاه C B C   اگر B ،A و C سه مجموعه‌ و

.	62 )کار در کلاس قسمت )پ( صفحۀ 3 کتاب درسی( B است. � C A باشد، آن‌گاه B A C  اگر B ،A و C سه مجموعه و‌ 

.	63 B است.  C A باشد، آن‌گاه B A C  اگر B ،A و C سه مجموعه‌ و
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.	64 )کتاب راهنمای معلم( �.A C B آن‌گاه C A و B اگر

.	65 . x B A آن‌گاه B و x A اگر

.	66 A است. B B A   ،B و A برای هر دو مجموعۀ دلخواه

.	67 اگر دو ارتفاع‌ مثلث‌ برابر باشند، آن‌گاه مثلث، متساوی‌الاضلاع است.

.	68 هر چهارضلعی که دو قطر برابر داشته باشد، مستطیل است.

.	69 هر چهارضلعی که دو قطر برابر و عمود بر هم داشته باشد، مربع است.

.	70 در هر مثلث‌، محل همرسی ارتفاع‌‌ها درون مثلث‌ است.

.	71 اگر اندازۀ کمان‌های محصور بین دو وتر برابر باشند، آن دو وتر موازی‌اند.

.	72 . | x y | | x | | y |   اگر x و y اعداد حقیقی باشند، آن‌گاه

.	73 . [x y] [x] [y]   اگر x و y دو عدد حقیقی باشند، آن‌گاه

.	74 . | [x] | [| x |] اگر x یک عدد حقیقی باشد، آن‌گاه

.	75 اعداد صحیح a و b وجود ندارد که مجموع مربعات آن‌ها با مربع مجموع ‌آن‌ها برابر باشد.

.	76 .B O A یا O AB باشد، آن‌گاه O اگر A و B دو ماتریس هم‌مرتبه و

.	77 مجموع یک تابع اکیداً صعودی و یک تابع اکیداً نزولی، تابعی ثابت است.

.	78 f باشد. f 1وجود ندارد که f تابعی مانند

.	79 f باشد. f 1وجود ندارد که f تابع غیرخطی مانند

.	80 sin است. x sinx2 2 ،x به ازای هر عدد حقیقی

.	81 .  sin آن‌گاه sin  اگر

.	82 . tanx cos sin x x اگر x یک عدد حقیقی باشد، آن‌گاه

.	83 log برقرار است. loga logab b  برای هر دو عدد مثبت a و b رابطۀ

.	84 مجموع دو زاویۀ حاده، زاویه‌ای حاده است.

اثبات مستقیم بستۀ دوم

در بستۀ 1 دیدین که برای رد درستی یک حکم کلی، ارائۀ یک مثال نقض کافیه امّا برای اثبات یک حکم کلی، هر تعداد مثال، برای تأیید اون حکم، 
ارائه کنی فقط در جهت درک بهتر اون حکم هستش و دلیلی بر درستی اون حکم کلی نیست. بنابراین نیازه که به کمک یکی از روش‌های استدلال، 

اون حکم رو اثبات کنی. یکی از روش‌ها، اثبات مستقیم هست که در ادامه می‌بینید.

 اثبات مستقیم: در این نوع اثبات، از درستی فرض، درستی حکم را نتیجه می‌گیریم. در واقع این نوع اثبات 
با سطر اول جدول مقابل توجیه می‌شود.

 ابزارهای لازم در اثبات مستقیم: در این‌ نوع اثبات باید فرض را  که معمولًا به‌صورت توصیفی بیان می‌شود به زبان ریاضی تبدیل کنیم و با انجام اعمال 
ریاضی خواسته‌شده روی فرض، درستی حکم را نشان دهیم. برای تبدیل بیان توصیفی به زبان ریاضی به موارد زیر توجه کنید:

1 اعداد طبیعی یا حسابی یا صحیح یا  گنگ را با حروف کوچک انگلیسی نظیر a یا b یا c یا n یا p یا ... نمایش می‌دهیم. 

ج، مخالف صفر است. ج، اعداد صحیح و مخر کید کنیم که صورت و مخر p یا ... نمایش می‌دهیم و در ادامه حتماً باید تأ
q

m یا
n

a یا
b

2 اعداد گویا را به‌صورت

، a و a  گر تعداد اعداد متوالی، فرد باشد می‌توانیم مثلًا سه عدد متوالی را به‌صورت1 a و ... نمایش می‌دهیم امّا ا  2 ، a  1،a 3 اعداد متوالی را به‌صورت

a3 نمایش  a2 و مکعب عد a را با a و ... نمایش دهیم. هم‌چنین مربع عدد a را به‌صورت  2 ، a  1، a ، a  1، a  2 ، پنج عدد متوالی را به‌صورت a  1
می‌دهیم. توجه کنید به مربع یک عدد، مجذور آن عدد هم می‌گویند. 

k و ... متمایز می‌کنیم  ، k ،k گر صحبت از چند عدد زوج یا چند عدد فرد بود، آن‌ها را با 2 نمایش می‌دهیم. حال ا 1k  2k و عدد فرد را با 4 عدد زوج را با

گر بگوید دو عدد  2 نشان می‌دهیم. در ضمن اعداد زوج و اعداد فرد، 2 واحد 2 واحد اختلاف دارند، پس ا 1 k 2 و 1k  گر بگوید دو عدد فرد، دو عدد را با مثلًا ا
2 و ... نیز نشان دهیم. 1′ −k  ، 2 1k − 2 نشان می‌دهیم. توجه کنید اعداد فرد را می‌توانید به‌ صورت  2k  2k و زوج متوالی آن‌ها را به‌صورت

. a k= 5 گر بگوید a مضرب 5 است، می‌نویسیم  نتیجه عدد مضرب m را با mk نشان می‌دهیم. مثلًا ا
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a و به طریق مشابه واضح است که تفاضل مربعات دو عدد به‌صورت b3 3 ، مجموع مکعبات دو عدد می‌شود a b2 2 5 مجموع مربعات دو عدد می‌شود

a نمایش داده می‌شود. b3 3 a و تفاضل مکعبات دو عدد به‌صورت b2 2

ح شده‌اند امّا توجه داشته باشید که باید گزاره‌هایی که درستی آن‌ها را   اثبات‌های مستقیم کتاب درسی:  موارد زیر در کتاب درسی برای اثبات مستقیم مطر
با اثبات مستقیم نشان می‌دهیم، از بین گزاره‌های نادرست تشخیص دهیم، سپس آن‌ها را اثبات کنیم. مثلاً‌ می‌گویند کدام‌یک از گزاره‌‌های زیر درست و کدام‌یک 

نادرست است. برای نادرست‌ها مثال نقض ارایه کنید و درست‌ها را اثبات کنید.
)مثال صفحۀ 2 کتاب درسی( 1 مجموع سه عدد طبیعی متوالی بر 3 بخش‌پذیر است.�

اثباتاثبات

n باشند، پس:  2 n و  1،n فرض می‌کنیم سه عدد طبیعی متوالیn n k
k

        (n ) (n ) (n )1 2 3 3 3 1 3
 �

n n n n    1 1 3 n در نظر بگیریم و داریم:�  و 1 n ، n  می‌تونیم سه عدد طبیعی متوالی رو1

)کار در کلاس قسمت )الف( صفحۀ 3 کتاب درسی( 2 مجموع هر دو عدد فرد، عددی زوج است. �

اثباتاثبات

2 باشند، پس: 1 k 2 و 1k  فرض می‌کنیم دو عدد فرد
2 1 2 1 2 2 2 2 1 2k k k k

q
         (k k ) q��� �� �

)کار در کلاس قسمت )ج( صفحۀ 3 کتاب درسی( 4 مربع کامل است. � 1k  گر k حاصل‌ضرب دو عدد طبیعی متوالی باشد، آن‌گاه 3 ا

اثباتاثبات

k می‌باشد و داریم: n (n )1 n(n است، پس ) 1 حاصل‌ضرب دو عدد طبیعی متوالی
4 1 4 1 1 4 4 1 2 12 2k n n+ = + + = + + = +(n ) n ( n ) �

)کار در کلاس قسمت )ت( صفحۀ 3 کتاب درسی( 4 مجموع هر دو عدد گویا، عددی گویا است.�

اثباتاثبات

b است. پس: d »  0 c هستند. که در آن‌ها c، b، a و d اعداد صحیح و
d

a و
b

aفرض می‌کنیم که دو عدد گویا
b

c
d

ad bc
bd

   �

ad و bd اعداد صحیح هستند و چون b و d مخالف صفر هستند،  bc می‌دانیم حاصل‌ضرب و حاصل‌جمع دو عدد صحیح، عددی صحیح است، پس

c است، عددی گویا می‌باشد.
d

a و
b

ad که همان مجموع دو عدد گویای bc
bd
 bd می‌باشد و این یعنی  0 پس

)تمرین 6 قسمت )الف( صفحۀ 8 کتاب درسی( 5 مربع هر عدد فرد، عددی فرد است. �

اثباتاثبات

2 باشد، پس: 1k  فرض می‌کنیم عدد فرد
( ) ( k ) q2 1 4 4 1 2 2 2 1 2 12 2 2k k k k

q
        ��� �� �

)تمرین 6 قسمت )الف( صفحۀ 8 کتاب درسی( 6 مکعب هر عدد فرد، عددی فرد است. �

اثباتاثبات

2 باشد، پس: 1k  فرض می‌کنیم عدد فرد
( k ) ( k k k)2 1 8 12 6 1 2 4 6 3 13 3 2 3 2        k k k

q
� ��� ���  2 1q �

)تمرین 6 قسمت )ب( صفحۀ 8 کتاب درسی( 7 میانگین پنج عدد طبیعی متوالی همان عدد وسطی است.�

اثباتاثبات

n باشند، که واضح است عدد وسطی n است، پس:  2 ، n  1 ،n ، n  1، n  2 فرض می‌کنیم پنج عدد متوالی

x n n n n n n n          2 1 1 2
5

5
5 �
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اثبات مستقیم پرسش‌های تشریحی بستۀ

2
  جاهای خالی را با عبارت‌های مناسب پر کنید. 

.	85 مجموع هر دو عدد فرد، عددی .................. است. )فرد - زوج(

.	86 مجموع سه عدد فرد، عددی .................. است. )فرد - زوج(

.	87 با روش .................. می‌توان ثابت کرد مر بع هر عدد صحیح فرد، عددی فرد است.

.	88 مجموع 5 عدد صحیح متوالی بر عدد 5 بخش‌پذیر .................. . )است - نیست(
.	89 عددی .................. است. )زوج - فرد( a b2 2 a فرد باشد آن‌گاه  b اگر a و b دو عدد صحیح و 

 درستی یا نادرستی گزاره‌های زیر را مشخص کنید.

.	90 a عددی زوج است. 4 a عددی فرد باشد،  1 اگر 
.	91 مجموع دو عدد فرد، عددی فرد است.
.	92 a زوج است. n2 اگر a عدد صحیح فرد باشد، به ازای بعضی مقادیر طبیعی n عدد 
.	93 مجموع مربعات سه عدد فرد، عددی فرد است.
.	94 مجموع سه عدد طبیعی متوالی بر 6 بخش‌پذیر است.
.	95 میانگین چهار عدد متوالی با یکی از همان اعداد برابر است.
.	96 a عدد زوج است. a2 3 اگر a عددی فرد باشد، عدد
.	97 )دی 97( 4مربع کامل است.� 1k  اگر k حاصل‌ضرب دو عدد طبیعی متوالی باشد، آن‌گاه 

 درستی گزاره‌های زیر را به کمک اثبات مستقیم نشان دهید.

.	98 a3 عددی زوج است. اگر a عددی فرد باشد،
.	99 مجموع یک عدد زوج و یک عدد فرد، عددی فرد است.
0.	10 )کار در کلاس قسمت )الف( صفحۀ 3 کتاب درسی - شهریور 98( مجموع هر دو عدد فرد، عددی زوج است.�
1.	10 اگر 7 برابر یک عدد زوج را با یک عدد فرد جمع کنیم، حاصل همواره عددی فرد است.
2.	10 حاصل‌ضرب دو عدد فرد متوالی، عددی فرد است.
3.	10 حاصل‌ضرب دو عدد فرد، عددی فرد است. 
4.	10 حاصل‌ضرب یک عدد زوج و یک عدد فرد، عددی زوج است.
5.	10 )تمرین 6 قسمت )الف( صفحۀ 8 کتاب درسی - خرداد و شهریور 1401( مربع هر عدد صحیح فرد، عددی فرد است.�
6.	10 )تمرین 6 قسمت )الف( صفحۀ 8 کتاب درسی( مکعب هر عدد فرد، عددی فرد است.�
7.	10 )مثال صفحۀ 2 کتاب درسی( مجموع سه عدد صحیح متوالی مضرب 3 است.�
8.	10 مجموع 5 عدد صحیح متوالی بر 5 بخش‌پذیر است.
9.	10 )تمرین 6 قسمت )ب( صفحۀ 8 کتاب درسی - خرداد 1403( میانگین پنج عدد طبیعی متوالی همان عدد وسطی است.�
0.	11 اگر n فرد باشد، مجموع n عدد صحیح متوالی بر n بخش‌پذیر است.
1.	11 مجموع مربعات دو عدد فرد، عددی زوج است.
2.	11 a زوج است. b3 3 اگر a و b دو عدد صحیح فرد باشند، آن‌گاه
3.	11 تفاضل مربعات دو عدد فرد، مضرب 4 است.
4.	11 )خرداد 1401 خارج( n عددی فرد است. � n2 5 7  اگر n عددی فرد باشد، حاصل
5.	11 )خرداد 1401( n عددی فرد است.� n2 5 7  برای هر عدد طبیعی زوج n حاصل
6.	11 اگر به حاصل‌ضرب دو عدد فرد، یک واحد اضافه کنیم، عددی زوج به‌دست می‌آید.
7.	11 )دی 1402( عدد حاصل از اضافه کردن یک واحد به حاصل‌ضرب دو عدد زوج متوالی، مربع کامل است. �
8.	11 مجموع سه عدد فرد، عددی فرد است.
9.	11 )کار در کلاس قسمت )ج( صفحۀ 3 کتاب درسی ــ دی 97( 4 مربع کامل است.� 1k  اگر k حاصل‌ضرب دو عدد طبیعی متوالی باشد، آن‌گاه
0.	12 )دی 1402( با اضافه کردن یک واحد به حاصل‌ضرب دو عدد زوج متوالی، حاصل، مربع کامل است.�
1.	12 4 مربع کامل باشد، آن‌گاه k حاصل‌ضرب دو عدد طبیعی متوالی است. 1k  اگر
2.	12 حاصل‌ضرب سه عدد زوج متوالی مضرب 8 است.
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3.	12 n عددی فرد است. n2 5 7  برای هر عدد طبیعی n، عدد

4.	12 . b  0 a) آن‌گاه )b 1 0 اگر a عددی زوج و

5.	12 . ( )( )1 1 1 1 1  
x y

x باشد آن‌گاه y  1 اگر x و y دو عدد حقیقی ناصفر و

6.	12 اگر به حاصل‌ضرب چهار عدد صحیح متوالی، یک واحد اضافه کنیم، حاصل عددی مربع کامل است.
7.	12 )کار در کلاس قسمت )ت( صفحۀ 3 کتاب درسی( مجموع هر دو عدد گویا، عددی گویا است.�
8.	12 حاصل‌ضرب دو عدد گویا، عددی گویا است.
9.	12 a عددی گویا است.

b
باشد، آن‌گاه b  0 اگر a و b دو عدد گویا و

0.	13 تفاضل دو عدد گویا، عددی گویا است.
1.	13 a بر 3 بخش‌پذیر باشد. b c  abc بر 3 بخش‌پذیر است هرگاه عدد 3رقمی

2.	13 de بر 4 بخش‌پذیر باشد. abcde بر 4 بخش‌پذیر است هرگاه عدد دورقمی عدد 5رقمی

3.	13 )کتاب راهنمای معلم( abcabc بر 7، 11 و 13 بخش‌پذیر است.� عدد شش‌رقمی

4.	13  . a  0 a باشد، آن‌گاه
a

 1 2 اگر
5.	13 حاصل‌ضرب دو عدد صحیح زوج متوالی، مضرب 8 است.
6.	13 مربع هر عدد صحیح فرد، از مضرب 8 یک واحد بیش‌تر است.
7.	13 )خرداد 99( اگر از مربع عددی فرد، یک واحد کم کنیم، حاصل همواره بر 8 بخش‌پذیر است.�
8.	13 a(a بر 48 بخش‌پذیر است. )2 4 اگر a عددی زوج باشد، عدد
9.	13 )کتاب راهنمای معلم( 7 مکعب کامل باشد.� 1p عدد اولی چون p وجود دارد که

اثبات با در نظر گرفتن همۀ حالت‌ها بستۀ سوم

کرد. مثلًا در اثبات حکم »برای هر  که بتوان از آن برای اثبات حکم استفاده   گاهی فرض مسئله آن ‌قدر غنی نیست  گرفتن همۀ حالت‌ها:  اثبات با در نظر 
 n را نتیجه گرفت. بنابراین در این‌جا باید n n2 5 7  n عددی فرد است.«، از طبیعی بودن n، به سختی می‌توان فرد بودن n2 5 7  عدد طبیعی n، عدد
n عددی فرد است. به این روش اثبات که فرض را به فرض‌های کوچک‌تر تبدیل  n2 5 7  را در دو حالت زوج و فرد در نظر بگیریم و در هر حالت نشان دهیم

کرده و از هر فرض، به حکم مسئله می‌رسیم اثبات با در نظر گرفتن همۀ حالت‌ها می‌گوییم. در واقع چند اثبات مستقیم رو باید انجام بدیم.

 ابزارهای لازم در اثبات با در نظر گرفتن همۀ حالت‌ها:
a تبدیل کرد.  0 a و  0 ، a  0 a یا  a و0  گر فرض مسئله به‌صورت »a یک عدد حقیقی است.« باشد، با توجه به حکم مسئله می‌توان a را به دو حالت0 1 ا

گر فرض مسئله به‌صورت »a یک عدد صحیح یا یک عدد طبیعی است.« باشد و حکم مسئله در مورد زوج یا فرد بودن یک عبارت بود می‌توان a را به اعداد  2 ا

a تبدیل کرد. k 2 a و1 k 2 زوج و فرد یعنی
گر فرض مسئله به‌صورت »a یک عدد صحیح یا یک عدد طبیعی است.« باشد و حکم مسئله‌ در مورد مضرب m بودن یک عبارت بود می‌توان a را به‌صورت  3 ا

3 هستند. 2k  3 و 1k  ، 3k mk در نظر گرفت. مثلًا اعداد صحیح به یکی از صورت‌های  (m )1 mk،... و  1،mk
گر بگوید »کدام عدد یا  گر فرض مسئله شامل تعداد محدودی عدد بود، کافی است هر یک از اعداد را به‌عنوان حالت‌های مختلف برای آن مسئله در نظر بگیریم. مثلًا ا 4 ا

، ... و n  2 ، n  A می‌تواند یک عبارت را زوج یا فرد یا مضرب m یا ... کند«، کافی است حاصل عبارت خواسته‌شده را به ازای1 { , , , , }1 2 3 4 5 عددها از مجموعۀ
n به‌دست آوریم و ببینیم کدام n یا nها خواستۀ سؤال را برآورده می‌کنند.  5

ح شده است:  اثبات با در نظر گرفتن همۀ حالت‌های کتاب درسی : موارد زیر در کتاب درسی مطر

)مثال صفحۀ 4 کتاب درسی( n عددی فرد است. � n2 5 7  1 ثابت کنید برای هر عدد طبیعی n، عدد

اثباتاثبات

n می‌باشد و داریم: k 2 حالت اول فرض می‌کنیم n زوج باشد، پس

n n k k k k2 2 25 7 2 5 2 7 4 10 7
6 1

       



( ) ( )      2 2 5 3 1 2 12( ) qk k
q

� �� �� �

n می‌باشد و داریم: k 2 حالت دوم فرض می‌کنیم n فرد باشد، پس1

n n2 25 7 2 1 5 2 1 7      ( k ) ( k )         



4 4 1 10 5 7 4 6 32 2

2 1

k k kk k      2 2 3 1 1 2 12( k k )
q

q� �� �� �
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|   فصل اول: آشنایی با نظریۀ اعداد |

)مثال صفحۀ 4 کتاب درسی( �. b  0 a یا  0 ab باشد، آن‌گاه  0 گر a و b دو عدد حقیقی و 2 ثابت کنید ا

اثباتاثبات

a برقرار است، پس حکم  b است و چون0  0 a و  a باشد، در این‌صورت حکم برقرار است زیرا حکم، ترکیب فصلی0  حالت اول فرض می‌کنیم0

b درست می‌باشد.  a  0 0
درسته. pvq نادرست باشن، در غیر این ‌صورت  q و p pvq زمانی نادرسته که توجه کن گزارۀ مرکب 

1 یک عدد حقیقی 
a

a است پس  b است، چون0  a باشد، حال برای آن‌که حکم درست باشد باید نشان دهیم0  حالت دوم فرض می‌کنیم0

است و داریم:
 ab

a
ab

a
ba     


0 1 1 0 0

1

''''" �

)تمرین 4 صفحۀ 8 کتاب درسی( x باشد؟� y y2 2 2  (x )  آیا اعدادی صحیح مانند x و y وجود دارند که

x y x y xy xy xy2 2 2 2 2 2 0 0          x y0 0 IÄ �:داریم x y y2 2 2  (x )   از تساوی
بنابراین x و yهایی که در این تساوی صدق می‌کنند باید حداقل یکی از آن‌ها صفر باشد.

)کار در کلاس قسمت )الف( صفحۀ 5 کتاب درسی( a عددی زوج است.� b2 2 گر a و b دو عدد صحیح باشند و ab عددی فرد باشد، ثابت کنید 3 ا

اثباتاثبات

ابتدا تمام حالت‌ها را از نظر زوج و فرد بودن برای a و b در نظر می‌گیریم:
a k b k ab k k kk q

q
          2 2 2 2 4 2 2 2, ( kk )



�

a k b k ab k k      2 2 1 2 2 1, ( )     4 2 2 2 2kk k q
q

( kk k)��� �� �

a k b k ab k k kk k k k q
q

              2 1 2 2 1 2 4 2 2 2 2, ( ) ( k )��� �� �

a k b k ab k k       2 1 2 1 2 1 2 1, ( )( )           4 2 2 1 2 2 1 2 1kk k k kk k k q
q

( )� �� �� �

بنابراین ab هنگامی فرد است که a و b فرد باشند، پس:

a b k k k k k k k k k k2 2 2 2 2 2 2 22 1 2 1 4 4 1 4 4 1 4 4 4 4                 ( ) ( )        2 2 2 2 2 2 1 22 2( )k k k k q
q

� ���� ���� �

فرده  abنیست. کافیه بگی چون b و a اگه تو سؤال نگه با درنظر گرفتن همۀ حالت‌ها اثبات کن، نیازی به بررسی حالت‌های مختلف برای

زوج میشه. a b2 2 پس a و b فردن و بعد بری ثابت کنی 

. n A n یک عدد زوج باشد، ثابت کنید
2 21

4
(n ) گر ، ا n S S است و  { , ,..., }1 2 6 A یک زیرمجموعه‌ از مجموعۀ { , }3 4 4

)کار در کلاس قسمت )ب( صفحۀ 5 کتاب درسی( �

اثباتاثبات

همۀ حالت‌ها را برای n در نظر می‌گیریم:
n n     1 1

4
1 4
4 1

2 2(n )
   �n n     2 1

4
4 9
4 9

2 2(n )
 	

n n     3 1
4

9 16
4 36

2 2(n )
 �n

n     4 1
4

16 25
4 100

2 2(n )
 	

n n     5 1
4

25 36
4 225

2 2(n )
 �n n     6 1

4
36 49

4 441
2 2(n )

 	

n عددی زوج شد.
2 21

4
(n ) n حاصل  4 n و  3 فقط به ازای

p2 تبدیل کرد  p1 و گر بتوان p را به فرض‌های کوچک‌تر p ا q  اثبات با در نظر گرفتن همۀ حالت‌ها از دیدگاه منطق گزاره‌ها: برای اثبات گزارۀ

گی‌های ترکیب فصلی و عطفی داریم: � و استفاده از ویژ �○ ∼ ○   p) نمایش داد. حال با توجه به هم‌ارزی p ) q1 2∨ ⇒ آن‌گاه گزاره را می‌توان به‌صورت

(p p ) q (p p ) ( p p )1 2 1 2 1 2         q q        ( q) ( q) ( q) ( q) p p p p1 2 1 2 �
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|   ریاضیات گسسته |

 . q p درست باشه و هم  وقتی درسته که هم  p q p2 حکم را ثابت کرد. )حتماً می‌دونی  همان‌طور که ملاحظه می‌کنید باید از هر یک از فرض‌هایp1 و

). p q2 رو ثابت کنی و هم  p q1 پس باید هم 

p تبدیل کرد، داریم: p pn » , , 2 گر p را بتوان به n گزارۀ1 نتیجه می‌توان ثابت کرد که ا

(p p ... )1 2   pn        q (p q) (p q) ... (p q)1 2 n �

اثبات با در نظر گرفتن همۀ‌حالت‌ها پرسش‌های تشریحی بسته

3
 جاهای خالی را با عبارت‌های مناسب پر کنید.

0.	14 n عددی .............................. است. )فرد - زوج( n2 3 3  برای هر عدد طبیعی n، عدد 
1.	14 2 است. مقدار q برحسب k برابر .............................. است. 1q  n به‌صورت n2 5 1  n باشد، آن‌گاه می‌توان نشان داد عدد  k 2 1 اگر
2.	14 b )یا - و(  0  ............... a  0 آن‌گاه  ab  0 اگر a و b دو عدد حقیقی و 

 درستی یا نادرستی گزاره‌های زیر را مشخص کنید.

3.	14 p) است. q) (p q)1 2   p) هم‌ارز  p ) q1 2  گزارۀ 

4.	14 )خرداد 1400( برقرار باشد.� x y x y2 2 2++ == ++( ) هیچ عدد صحیحی مانند x و y وجود ندارند که رابطۀ

5.	14 ) باشد. )a b a b−− == ++2 2 2 اعداد طبیعی a و b وجود دارند که
6.	14 x پیوسته است. a f در  g x ناپیوسته باشد، آن‌گاه  a x پیوسته ولی g در a اگر تابع f در
7.	14 a نیز مضرب 3 نیست. b اگر a و b مضرب 3 نباشند، 

 درستی عبارات زیر را به کمک اثبات با در نظر گرفتن همۀ حالت‌ها ثابت کنید.

8.	14 )مثال صفحۀ 4 کتاب درسی - خرداد 1401 داخل و خارج( n عددی فرد است. � n2 5 7  برای هر عدد طبیعی n، عدد
9.	14 )مرداد 1404( همواره عددی فرد است.� n n2 9 1−− ++ برای هر عدد طبیعی n، عبارت 
0.	15 .n A n یک عدد زوج باشد آن‌گاه

2 21
4
(n ) n، اگر S S است و  { , , , ... , }1 2 3 6 A یک زیرمجموعه از مجموعۀ  { , }3 4

)کار در کلاس قسمت )ب( صفحۀ 5 کتاب درسی( �
1.	15 a فرد باشد، آن‌گاه ab زوج است. b اگر a و b اعداد طبیعی و
2.	15 )مثال صفحۀ 4 کتاب درسی - شهریور 99( �. b  0 a یا  0 ab آن‌گاه  0 اگر a و b دو عدد حقیقی باشند و
3.	15 )کار در کلاس قسمت )الف( صفحۀ 5 کتاب درسی - خرداد 98 خارج( a عددی زوج است.� b2 2 اگر a و b دو عدد صحیح باشند و ab عددی فرد باشد،
4.	15 )دی 1403( عددی زوج است.� a b2 2 اگر a و b دو عدد صحیح باشند و 5ab فرد باشد، ثابت کنید حاصل 
5.	15 a برقرار است. | a | 0 برای هر عدد حقیقی a رابطۀ
6.	15 ab(a عددی زوج است. b )2 2 اگر a و b اعداد صحیح باشند، آن‌گاه عدد
7.	15 n همواره زوج است. n3 2 اگر n عدد طبیعی باشد،
8.	15 n مضرب 3 است.  n2  n، عدد S S باشد، آن‌گاه به ازای هر  { , , , , , , , }2 3 5 6 8 9 11 12 اگر
9.	15 a) زوج است. ) 1 2 2b a فرد باشد، آن‌گاه b اگر
0.	16 n2 بر 4 بخش‌پذیر نیست. 1 برای هر عدد طبیعی n، عدد
1.	16 مجموع هر عدد طبیعی با مربع آن عدد، عددی زوج است.
2.	16 n مضرب 3 است. n3  برای هر عدد طبیعی n، عدد
3.	16 مجموع مکعبات هر سه عدد صحیح متوالی مضرب 9 است.
4.	16 a2 مضرب 3 است. 1 اگر a مضرب 3 نباشد،
5.	16 n4 مضرب 5 است. 1 اگر n مضرب 5 نباشد، آن‌گاه

 به پرسش‌های زیر پاسخ دهید.

6.	16 p) را ثابت کنیم. ) (p )1 2  q q ، باید گزارۀ (p p ) q1 2  نشان دهید برای اثبات گزارۀ
7.	16 )تمرین 4 صفحۀ 8 کتاب درسی - خرداد 1400( x باشد؟� y2 2 2  (x y) آیا اعداد صحیح مانند x و y وجود دارند که
8.	16 آن‌گاه  ،n k 2 وقتی1 حالت‌ها،  همۀ  گرفتن  نظر  در  با  است.«  فرد  عددی   A n n  2 5 3 عدد  ،n طبیعی  عدد  هر  »برای  حکم  اثبات  در 

A می‌شود. q را به‌دست آورید. q 2 1
9.	16 A مجموع مربعات مؤلفه‌‌ها با مربع مجموع مؤلفه‌‌های آن برابر است؟ A A مفروض است. در چند عضو از مجموعۀ   {x | x }W 3 مجموعۀ
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|   فصل اول: آشنایی با نظریۀ اعداد |

برهان خلف بستۀ چهارم

که فرض می‌کنیم حکم نادرست باشد )در واقع با این کار یه فرض موقتی برای   نوعی اثبات غیرمستقیم است و به ‌این‌صورت است   برهان خلف:
خودمون می‌سازیم(، سپس به کمک فرض موقتی جدید )خلاف حکم( و فرض مسئله و با قوانین منطق گزاره‌ها و دنباله‌ای از استدلال‌های درست، به یک نتیجۀ 
غیرممکن یا نتیجۀ متضاد با فرض مسئله می‌رسیم. بنابراین فرض نادرست بودن حکم باطل بوده و درستی حکم ثابت می‌شود. )می‌دونیم یک گزاره فقط یک 

ارزش داره یا درسته یا نادرسته. حالا وقتی به این نتیجه رسیدیم که حکم نمی‌تونه نادرست باشه، پس حتماً درسته.(

هم‌ارز هستند. بنابراین روش برهان خلف با این مطلب توجیه می‌شود.  q p p با q نکته  در آمار و احتمال دیدیم که

 ابزارهای لازم برای برهان خلف:
b باید  ، حتماً  b a بر  1 مجموع، تفاضل، حاصل‌ضرب و حاصل‌تقسیم دو عدد گویا، عددی گویا است. )فقط حواست باشه که تو تقسیم عدد گویای 

مخالف صفر باشه.(
2 مجموع تعداد فردی از اعداد فرد، عددی فرد است و هم‌چنین وقتی حاصل‌ضرب چند عدد، فرد باشد، تک‌تک اعداد، فرد هستند.

3 مجموع، تفاضل، حاصل‌ضرب و حاصل‌تقسیم دو عدد گنگ، ممکن است عددی گنگ یا عددی گویا باشد.

g باشه.( a( )  0 f باید
g

پیوسته می‌باشند. )تو x a f در
g

fg و  ، f g ، f g x پیوسته باشند، توابع a گر توابع f و g در 4 ا

 اثبات با برهان خلف‌های کتاب درسی:  درستی موارد زیر در کتاب درسی به کمک برهان خلف ثابت شده است:
)مثال صفحۀ 5 کتاب درسی( 1 حاصل‌جمع یک عدد گویا با یک عدد گنگ، عددی گنگ است. �

اثباتاثبات

گویا است  گنگ نباشد، پس عددی   r x گنگ است. فرض می‌کنیم عددی  r x گنگ است. باید نشان دهیم گویا و x عددی  فرض می‌کنیم r عددی 

r) یعنی x عددی گویا می‌باشد که در تناقض با فرض گنگ بودن x است، پس  x) r  )فرض خلف(. می‌دانیم تفاضل دو عدد گویا، عددی گویا است، پس

r عددی گنگ است. x فرض خلف باطل و حکم برقرار است یعنی

)مثال صفحۀ 5 کتاب درسی( 2 حاصل‌ضرب هر عدد گویای ناصفر در یک عدد گنگ، عددی گنگ است. �

اثباتاثبات

فرض می‌کنیم r عدد گویای مخالف صفر و x عددی گنگ باشد، باید نشان دهیم rx عددی گنگ است. فرض می‌کنیم rx عددی گنگ نباشد، پس عددی 

که این با فرض گنگ بودن  x در تناقض  گویا است  rx عددی 
r

x گویا است، پس گویا، عددی  گویا است )فرض خلف(. می‌دانیم حاصل تقسیم دو عدد 

است، پس فرض خلف باطل و حکم برقرار است، یعنی rx عددی گنگ است.

نکته در مورد اعداد گویا و اعداد گنگ بدانید:
1 مجموع، تفاضل، حاصل‌ضرب و حاصل‌تقسیم دو عدد گویا، عددی گویا است که روش اثبات، اثبات مستقیم است. فقط در تقسیم دو عدد گویا، عددی 

ج قرار می‌گیرد باید مخالف صفر باشد. که در مخر
2 مجموع، تفاضل، حاصل‌ضرب و حاصل‌تقسیم یک عدد گنگ و یک عدد گویا، عددی گنگ است که روش اثبات، برهان خلف است. فقط در حاصل‌ضرب 

و حاصل تقسیم، عدد گویا باید مخالف صفر باشد.
3 مجموع، تفاضل، حاصل‌ضرب و حاصل‌تقسیم دو عدد گنگ، می‌تواند گنگ یا گویا باشد. این مورد به صورت درستی یا نادرستی و یا ارایۀ مثال نقض مورد 

پرسش قرار می‌گیرد.

)تمرین 3 صفحۀ 8 کتاب درسی(  گنگ هستند. �  2  و   گویا باشد، ثابت کنید   دو عدد گنگ باشند ولی  و گر 3 ا

اثباتاثبات
) عددی گویا  ) ( )       2  گنگ نباشد، پس عددی گویا است. می‌دانیم تفاضل دو عدد گویا، عددی گویا است، پس  2 فرض می‌کنیم

 است، پس فرض خلف باطل و حکم برقرار است. می‌باشد که در تناقض با فرض گنگ بودن 

) عددی گویا می‌باشد.  ) ( )        2  گنگ نباشد، پس عددی گویا است، می‌دانیم مجموع دو عدد گویا، عددی گویا است، پس  فرض می‌کنیم

 است، پس فرض خلف باطل و حکم برقرار است. 22 عددی گویا می‌باشد که در تناقض فرض گنگ بودن
  2 گویا هستند، پس چون عدد 2 و
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)کار در کلاس قسمت )الف( صفحۀ 6 کتاب درسی( 1 نیز گنگ است. �
x

گرx یک عدد گنگ باشد، ثابت کنید 4 ا

اثباتاثبات

1 یعنی
x

1 گنگ نباشد، پس عددی گویا است. می‌دانیم حاصل تقسیم دو عدد گویا، عددی گویا است، پس حاصل تقسیم اعداد گویای 1 و
x

فرض می‌کنیم

1 عددی گویا است که در تناقض با فرض گنگ بودن x است، پس فرض خلف باطل و حکم برقرار است.
1
x

x

a) عددی زوج است. b )(a b )(a b )1 1 2 2 3 3   همان اعداد ولی به ترتیب دیگری هستند. عدد b3 و b2 ، b1 عددهایی صحیح و  a3 و a2 ، a1 5

)مثال صفحۀ 6 کتاب درسی( �

اثباتاثبات

a فرد است،  b3 3 a و b2 2  ، a b1 1 a) زوج نباشد، پس عددی فرد است. چون حاصل‌ضرب سه عامل b )(a b )(a b )1 1 2 2 3 3   فرض می‌کنیم

a) باید فرد باشد در حالی که مجموع  b ) (a b ) (a b )1 1 2 2 3 3     پس هر کدام از عامل‌ها فرد هستند، بنابراین مجموع آن‌ها نیز باید فرد باشد، پس

آن‌ها صفر می‌شود و صفر عددی زوج است، پس فرض خلف باطل و حکم برقرار است.

)کار در کلاس قسمت )ب( صفحۀ 6 کتاب درسی( x ناپیوسته است. � a f در g x ناپیوسته باشد، آنگاه a x پیوسته ولی g در a گر تابع f در 6 ا

اثباتاثبات

پس است،  پیوسته  نقطه  این  در   ، x a در پیوسته  تابع  دو  تفاضل  می‌دانیم  است.  پیوسته  پس  نباشد،  ناپیوسته   x a در  f g می‌کنیم فرض 

x می‌باشد، پس فرض خلف باطل و حکم برقرار است. a x پیوسته است که در تناقض با ناپیوسته بودن g در a f) در g) f g  

برهان خلف پرسش‌های تشریحی بسته

4
 جاهای خالی را با عبارت‌های مناسب پر کنید.

0.	17 اگر حاصل‌ضرب سه عدد فرد باشد، مجموع آن‌ها عددی .................... است.)فرد - زوج(

1.	17 )دی 1400( حاصل‌ضرب هر عدد گویای ناصفر در یک عدد گنگ، عددی ................... است. )گنگ - گویا(�

2.	17 حاصل‌جمع یک عدد گویا و یک عدد گنگ عددی ................... است. )گویا - گنگ(

3.	17 αα ................... است. )گویا - گنگ( ββ−− ααگویا باشد، عدد  ββ++ دو عدد گنگ ولی  و  اگر 

 درستی یا نادرستی گزاره‌های زیر را مشخص کنید.

4.	17 )دی 1401( 1 نیز  گنگ است.�
a

اگر a یک عدد گنگ باشد، 

5.	17 )خرداد 1404 - دی 1402 - شهریور 1402( حاصل‌ضرب هر عدد گویا در یک عدد گنگ، عددی گنگ است.�

6.	17 )خرداد 1402( حاصل‌ضرب هر عدد گویای ناصفر در یک عدد گنگ، عددی گنگ است.�

7.	17 همواره گنگ است.   دو عدد گنگ متمایز باشند،   و  اگر

8.	17 4 همواره گنگ است. 2   یک عدد گنگ باشد، عدد  یک عدد گویا و اگر

9.	17 )دی 1403( αα عددی گنگ است.� ββ
ββ
++
2 دو عدد گنگ غیرمساوی باشند، حاصل   و  اگر 

 گزاره‌های زیر را به کمک برهان خلف ثابت کنید. 

0.	18 y است.  1باشد، آن‌گاه x y 4 72 x و  3 اگر x و y دو عدد حقیقی،

1.	18 )کار در کلاس قسمت )الف( صفحۀ 6 کتاب درسی - خرداد 99 خارج - دی 1401( 1 نیز  گنگ است.�
x

اگر x یک عدد گنگ باشد، آن‌گاه

2.	18 )مثال صفحۀ 5 کتاب درسی - تیر 98 - شهریور 1400( جمع عدد گویا با عدد گنگ، عددی گنگ می‌شود.�

3.	18 )مثال صفحۀ 5 کتاب درسی - خرداد 1402( حاصل‌ضرب هر عدد گویای ناصفر در عدد گنگ، عددی گنگ است.�

4.	18 )تمرین 3 صفحۀ 8 کتاب درسی - دی 97 و 99 و 1400(  گنگ هستند.� 2  و   گویا باشد،    دو عدد گنگ باشند ولی  و اگر

5.	18 r عددی گنگ است. x اگر r عدد گویا و x یک عدد گنگ باشد، آن‌گاه

6.	18 زوج باشد، آن‌گاه n نیز زوج است. n2 با فرض صحیح بودن n، اگر
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7.	18 n2 فرد باشد، آن‌گاه n هم فرد است. با فرض صحیح بودن n، اگر

8.	18 n3 مضرب 2 باشد، آن‌گاه n مضرب 2 است. اگر n عدد صحیح و

9.	18 n2 مضرب 5 باشد، آن‌گاه n نیز مضرب 5 است.  با فرض صحیح بودن n، اگر

0.	19 n2 مضرب 3 باشد، آن‌گاه n نیز مضرب 3 است. با فرض صحیح بودن n، اگر

1.	19 a فرد باشد آن‌گاه a فرد یا b فرد است. b2 2 اگر a و b اعداد صحیح و

2.	19 5 زوج باشد، آن‌گاه n عددی فرد است. 3n اگر n یک عدد طبیعی و

3.	19 )کار در کلاس قسمت )ب( صفحۀ 6 کتاب درسی( x ناپیوسته است.� a f در g x ناپیوسته باشد، آن‌گاه a x پیوسته ولی تابع g در a اگر تابع f در

4.	19 AB است. AC BD آن‌گاه DC AD نیمساز زاویۀ داخلی A در مثلث ABC است. اگر

5.	19 a) عددی زوج است. b)(b c)(c a)  3 5 b، a و c سه عدد صحیح هستند، عدد

6.	19 ) عددی زوج است. )(a )(a )a b b b1 1 2 2 3 3   b3 همان اعداد ولی به ترتیب دیگری هستند. عدد b2 و ، b1 a3 عددهای صحیح و  و  a2  ، a1
)مثال صفحۀ 6 کتاب درسی - شهریور 1401( �

7.	19   (a b )(a b )(a b )1 1 2 2 3 3   عدد هستند.  گرفته‌اند  قرار  دیگری  ترتیب  با  که  اعداد  همان   b3 و b2 ، b1 و متمایز  اعداد صحیح   a3 و a2 ، a1
عددی زوج است.

8.	19 log2 عددی گنگ است.
5

9.	19 .d d||   آن‌گاه d d|| d و d||  d دوبه‌دو متمایز، d و  ،d اگر سه خط

0.	20 از یک نقطه خارج یک خط نمی‌توان بیش از یک خط بر آن عمود کرد.

1.	20 )کتاب راهنمای معلم( 20	.32 عددی گنگ است.� 5 عددی گنگ است.
3 عددی گنگ است.20	.234 عددی گنگ است.20	.3 5

a عددی گنگ است.20	.5  3 3 عدد گنگ و a یک عدد گویا است، آن‌گاه

گزاره‌های هم‌ارز و ترکیب دو شرطی بستۀ پنجم

 دو گزارۀ P و Q را هم‌ارز می‌گوییم هرگاه ارزش یکسانی داشته باشند یعنی هر دو درست یا هر دو نادرست باشند. :  دو گزارۀ هم ارز

که P و Q هم‌ارز باشند،  P وقتی درست است  Q گزارۀ دو شرطی P نمایش می‌دهیم.  Q  ترکیب دو شرطی P و Q را به‌صورت  ترکیب دوشرطی:

یعنی هر دو درست یا هر دو نادرست باشند.

که کنیم  گزارۀ P و Q هم‌ارز هستند باید بررسی  که تشخیص دهیم دو  P) هم‌ارز است، پس برای آن  Q) (Q P)   P با Q نکته می‌دانیم
Q هر دو درست باشند. P P و Q

 گزاره‌های هم‌ارز و ترکیب‌های دوشرطی کتاب درسی: موارد زیر در کتاب درسی آمده است. دربعضی از آن‌ها، کتاب درسی از شما می‌خواهد دلیل بیاورید.

)کار در کلاس قسمت )الف( صفحۀ 8 کتاب درسی( n2 هم‌ارزند؟� گر n یک عدد طبیعی باشد، آیا زوج بودن n و زوج بودن 1 ا

 بله. )منظور کتاب درسی اینه که فقط تشخیص بدیم هم‌ارز هستن یا نه، امّا دلیلشو ببینید.( 
 n k n k q

q
    2 4 2 2 22 2 2( k )



گر n زوج باشد، آن‌گاهn2 زوج است« درست است. به کمک اثبات مستقیم داریم: � ابتدا باید نشان دهیم گزارۀ شرطی »ا

n2 زوج باشد، آن‌گاه n زوج است.« درست است. به کمک بر هان خلف، فرض می‌کنیم n زوج نباشد، پس عددی فرد  گر حال باید نشان دهیم گزارۀ شرطی »ا
است. حال داریم:

 n k n k k n q
q

             2 1 2 1 4 4 1 2 2 2 1 2 12 2 2 2 2( k ) ( k k)��� �� �

n2 در تناقض است، پس فرض خلف باطل و حکم برقرار است. که نتیجۀ به‌دست آمده با فرض زوج بودن

)کار در کلاس قسمت )ب( صفحۀ 8 کتاب درسی( گزارۀ زیر هم‌ارزند؟� 2 آیا دو 

ب( فاصلۀ نقطۀ C از دو سر پاره خط AB یکسان است. آ( نقطۀ C روی عمودمنصف پاره‌خط AB قرار دارد.	

 بله - این مطلب را در کتاب هندسۀ )1( دیده بودیم. )نیازی به اثبات نیست. کتاب گفته فقط تشخیص بدین هم‌ارز هستن یا نه.(
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)مثال صفحۀ 6 کتاب درسی( a برای هر عدد حقیقی a و b درست است؟ چرا؟� b a b  3 3 3 آیا ترکیب دو شرطی

 a b a b  3 3 a درست هستند. واضح است گزارۀ شرطی b a b3 3   a و b a b  3 3  بله - باید نشان دهیم گزاره‌های شرطی

a نیز درست است زیرا: b a b3 3   درست است، چون طرفین یک تساوی را می‌توان به توان رساند. از طرفی ترکیب شرطی

a می‌باشد. b a می‌توان نتیجه گرفت که b3 3 f یعنی (a) f (b) f تابع یک‌به‌یک است، پس از تساوی x x( )  3 روش اول می‌دانیم تابع

 a b a b a b a ab b3 3 3 3 2 20 0        ( )( ) � روش دوم

 b و a می‌شود، با فرض این‌که     b b b2 2 24 1 3( )( ) a را یک معادلۀ درجۀ دوم برحسب a درنظر بگیریم، دلتای معادله برابر ab b2 2 0   گر ا

a می‌باشد. در حالتی که a و b صفر باشند واضح است  b a می‌تواند صفر باشد و این یعنی b a بوده، پس فقط ab b2 2 0   مخالف صفر هستند

که گزارۀ شرطی درست است.

)مثال صفحۀ 6 کتاب درسی( a درست است؟ � b a b  2 2 4 آیا ترکیب دوشرطی

 است. 2 2 ) ولی  ) 2 22 2 a نادرست است. مثلًا b a b2 2   a درست است امّا ترکیب شرطی b a b  2 2  خیر - ترکیب شرطی

)کار در کلاس قسمت )ب( صفحۀ 7 کتاب درسی( a درست است؟ � b a b  3 3 ، آیا ترکیب دو شرطی a b, R گر 5 ا

 بله - )در اینجا کتاب درسی نپرسیده که چرا درسته امّا دلیلشو ببینید.( 

گر ا هم‌چنین  و  است   a b3 3 یعنی می‌باشد   f (a) f(b) آن‌گاه  a b گر ا بنابراین  است،  صعودی  کیداً  ا تابع   ، f x(x)  3 تابع می‌دانیم 
a است. b a باشد آن‌گاه b3 3 f یعنی  (a) f (b)

)کار در کلاس قسمت )الف( صفحۀ 7 کتاب درسی( a درست است؟� b a b  2 2 ، آیا ترکیب دوشرطی a b, R گر 6 ا

 خیر - )در اینجا کتاب درسی نپرسیده که چرا درسته امّا دلیلشو ببینید.( 

a نادرست است. b a b  2 2 ) می‌باشد. بنابراین ترکیب دو شرطی ) 4 22 2  است ولی 4 2 a نادرست است زیرا b a b  2 2 ترکیب شرطی

گزاره‌های هم‌ارز و ترکیب دوشرطی پرسش‌های تشریحی بسته

5
 جاهای خالی را با عبارت‌های مناسب پر کنید.

6.	20 pدرست و ارزش p نادرست باشد، آن‌گاه q .................. است. )درست - نادرست( q اگر گزارۀ دو شرطی

7.	20 ، .................. است. )درست - نادرست( a b a b== ⇒⇒ ==2 2 ارزش گزارۀ 

 درستی یا نادرستی گزاره‌های زیر را مشخص کنید.

8.	20 a درست است. b a b  2 2 a باشند، آن‌گاه گزارۀ دو شرطی b,  0 اگر

9.	20 P درست است. Q اگر دو گزارۀ P  و Q  هم‌ارز باشند، آن‌گاه

0.	21 P درست باشد، P و Q هر دو درست هستند. Q اگر

1.	21 )مثال صفحۀ 6 کتاب درسی( �. a b a b a b   2 2; , R

2.	21 )مثال صفحۀ 6 کتاب درسی( �. a b a b  3 3 ; ,a bR

3.	21 )کار در کلاس قسمت )الف( صفحۀ 8 کتاب درسی( n2 زوج است« هم‌ارز هستند.� گزاره‌های »n زوج است« و »

4.	21 گزاره‌های »نقطۀ C روی عمودمنصف پاره‌خط AB قرار دارد.« و »فاصلۀ C از دو سر پاره‌خط AB یکسان است« هم‌ارزند.�

)کار در کلاس قسمت )ب( صفحۀ 8 کتاب درسی( �

5.	21 « هم‌ارز هستند. a b c2 2 2  c قائم‌الزاویه است« و » b و ، a گزاره‌های »مثلث با اضلاع 
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6.	21 « هم‌ارز هستند. 1 1 1
h h ha b c

  «  و » a b c  hc ارتفاع‌های مثلث ABC باشند، گزاره‌های » hb و ،ha اگر 

7.	21 n« هم‌ارز هستند. k 8 1 گزاره‌های »n عددی طبیعی و مربع کامل است« و »

8.	21 a عددی زوج است« هم‌ارز هستند. b گزاره‌های »a و b اعداد زوج هستند« و »

9.	21 گزاره‌های »a و b اعداد زوج هستند« و »ab عددی زوج است« هم‌ارز هستند.

0.	22 n2 مضرب 3 است« هم‌ارز هستند. گزاره‌های »n مضرب 3 است« و »

1.	22 n2 مضرب 6 است« هم‌ارز هستند. گزاره‌های »n مضرب 6 است« و »

2.	22 n2 مضرب 12 است« هم‌ارز هستند. گزاره‌های »n مضرب 12 است« و »

3.	22 )کار در کلاس قسمت )ب( صفحۀ 7 کتاب درسی( � a b a b a b   3 3; , R

4.	22 )کار در کلاس قسمت )الف( صفحۀ 7 کتاب درسی - شهریور 99( � a b a b a b   2 2; , R

5.	22 x2 و بالعکس. 4 x آن‌گاه  2 اگر

6.	22  .A C B C  A اگر و تنها اگر B C سه مجموعۀ ناتهی باشند، B و ،A اگر

a گویا باشد.22	.7 b a و b اعداد گویا هستند اگر و تنها اگر

a و b اعداد گنگ هستند اگر و تنها اگر ab عددی گنگ باشد.22	.8

)مرداد 1403(  گزینۀ صحیح را انتخاب کنید.�

9.	22 و a، کدام‌یک از ترکیب‌های دوشرطی زیر درست است؟ bR اگر 

a b a b< ⇔ <2 3 )4 	a b a b   ( )2 0 )3 	a b a b< ⇔ <3 3 )2 	a b a b< ⇔ <2 2 )1

اثبات بازگشتی بستۀ ششم

که آن‌قدر نامساوی‌های هم‌ارز با  کنیم، به این‌ترتیب  گزاره‌های هم‌ارز استفاده   اثبات بازگشتی: برای اثبات درستی یا نادرستی یک نامساوی می‌توانیم از 
نامساوی‌ حکم ارائه دهیم تا به یک نامساوی به وضوح درست یا نادرست برسیم. از آن‌جایی که تمام نامساوی‌ها هم‌ارز هستند، پس از روی درستی یا نادرستی 

نامساوی آخر، می‌توانیم به درستی یا نادرستی حکم پی ببریم.

 اثبات‌های بازگشتی کتاب درسی: در کتاب درسی درستی موارد زیر با اثبات بازگشتی ثابت شده است:

)مثال صفحۀ 7 کتاب درسی( �. a
a

 1 2 a آن‌گاه  0 گر  1 ا

اثباتاثبات

ابتدا این سؤالو با توضیحات کامل ببینیم که روند اثبات بازگشتی رو درک کنیم:
a است، پس نامساوی جدیدی که ایجاد می‌شود با نامساوی اولیه هم‌ارز است.  a را در a ضرب می‌کنیم، چون0

a
 1 2 طرفین نامساوی

 a
a

a a    1 2 1 22 �
a بنویسیم، پس این دو نامساوی نیز هم‌ارز هستند: a2 1 2 0   a را می‌توانیم به‌صورت a2 1 2  حال واضح است که نامساوی

 a a a a2 21 2 1 2 0      �
 a a2 21 2 0 1 0     (a ) a می‌باشد، پس:� a2 21 2 1   (a ) می‌دانیم
 a

a
 1 2 a) همواره درست است، پس تمام نامساوی‌های قبلی که با این نامساوی هم‌ارز هستند درست می‌باشند، پس ) 1 02 حال چون می‌دانیم

است. امّا برای پاسخگویی در امتحان نیازی به توضیحات فارسی نیست و فقط کافی است به‌صورت زیر بنویسیم:
 a

a
a a a a           1 2 1 2 1 2 0 1 02 2 2(a ) )گزارۀ همیشه درست(  �

نمره ازت کم میشه.( 0 25/ )گزارۀ همیشه درست رو آخرش ننویسی 

)تمرین 1 قسمت )الف( صفحۀ 8 کتاب درسی( x است.�
y

y
x

  2 گر x و y دو عدد حقیقی هم‌علامت باشند آن‌گاه 2 ا

اثباتاثبات
x
y

y
x

x y xy x y xy           2 2 2 0 02 2 2 2 2(x y) )گزارۀ همیشه درست(   �



20

|   ریاضیات گسسته |

xy میانگین هندسی آن‌ها می‌گویند. x میانگین حسابی و به y
2 گر x و y دو عدد نامنفی باشند، به نکته ا

 مجموع میانگین حسابی و میانگین هندسی دو عدد 9 و 25 را به‌دست آورید.

 میانگین حسابی دو عدد برابر است با:
 میانگین حسابی   9 25

2
34
2 17 � 

از طرفی میانگین هندسی دو عدد 9 و 25 برابر است با:
 میانگین هندسی    9 25 3 5 15 � 

17 می‌باشد. 15 32  بنابراین مجموع آن‌ها برابر

)مثال صفحۀ 7 کتاب درسی( 3 میانگین حسابی دو عدد نامنفی از میانگین هندسی آن‌ها کم‌تر نیست.�

اثباتاثبات

x است، پس: y xy 2 باید ثابت کنیم
x y xy x y xy x y xy x y           2 2 2 0 02( ) )گزارۀ همیشه درست(  �

)مثال صفحۀ 7 کتاب درسی( a است.� ab b2 2 0   گر a و b دو عدد حقیقی باشند، آن‌گاه 4 ا

اثباتاثبات

روش اول  a a b a a b b b b b2 2 2 2 2 2 2
2 2 0 2 2 4

3
4 0 2

3
4 0           ( ) b ( ) (a ) )گزارۀ همیشه درست(  �

روش دوم  a a a a a b a a2 2 2 2 2 2 2
2 2 0 3

4 4 2 2 0 2
3
4 0           ( ) b b ( )b ( b) )گزارۀ همیشه درست(  �

روش سوم  a ab b a ab b a ab b a b a b2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 20 2 2 2 0 2 0 0                 (a b) )گزارۀ همیشه درست(  � 

روش‌های اول و سوم در کتاب درسی ارائه شده و روش دوم هم در متن کتاب درسی از شما خواسته شده.

)تمرین 5 صفحۀ 8 کتاب درسی( 1 باشد؟� 1 1
a b a b

  a چنان وجود دارند که b  0  آیا مقادیر حقیقی و ناصفر a و b با شرط

1 داریم: 1 1
a b a b

   از تساوی
1 22 2 2
a b

a b
ab a b ab a ab b ab


        ( ) �

       a ab b a b b2 2 2 2
0 2

3
4 0( ) �

34 است، پس: 0
2b  ) و )a b 2 02 می‌دانیم

(a )
( )

 

  









     


b

b b
a a a

b2 0

3
4 0 0

0
2 0 0 0

2

2
2 20

'''''" �

b است که با فرض ناصفر بودن a و b تناقض دارد.  0 و a  0 بنابراین 

)تمرین 1 قسمت )ب( صفحۀ 8 کتاب درسی( x است.� y z xy yz xz2 2 2      ، z y و ، x 5 برای هر سه عدد حقیقی

اثباتاثبات

 x y z xy yz xz x y z xy yz xz2 2 2 2 2 22 2 2 2 2 2           �

                 x xy y x xz z y yz z2 2 2 2 2 2 2 2 22 2 2 0 0(x y) (x z) (y z) )گزارۀ همیشه درست(    �
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)تمرین 1 قسمت )پ( صفحۀ 8 کتاب درسی( x است.� y xy x y2 2 1      ،y و x 6 برای هر دو عدد حقیقی

اثباتاثبات

 x y xy x y x y xy x y x xy y x x y y2 2 2 2 2 2 2 21 2 2 2 2 2 2 2 2 1 2                    1 0 �

      (x y) (x ) (y )2 2 21 1 0 )گزارۀ همیشه درست(    �

اثبات بازگشتی پرسش‌های تشریحی بسته

6
 جاهای خالی را با عبارت‌های مناسب پر کنید.

a است.« به روش بازگشتی به گزارۀ همیشه درست ......................... می‌رسیم 23	.0
b

b
a

  2 در اثبات حکم »اگر a و b دو عدد حقیقی هم علامت باشند، آن‌گاه

((a b) (a b) )    2 20 0

1.	23 اختلاف میانگین حسابی و هندسی دو عدد 36 و 16 برابر  ......................... است.

میانگین هندسی دو عدد طبیعی 16 و ......................... برابر 20 است.23	.2

 درستی یا نادرستی گزاره‌های زیر را مشخص کنید.

)دی 1401(23	.3 1 برقرار است.� 1 1
a b a b

  a تساوی b  0 برای مقادیر حقیقی و ناصفر a و b به شرط آنکه

میانگین حسابی دو عدد 4 و 9 برابر 6 است.23	.4

میانگین حسابی دو عدد نامنفی از میانگین هندسی آن‌ها بیش‌تر نیست.23	.5

6.	23 a است.
a

 1 2 اگر a یک عدد حقیقی و مخالف صفر باشد آن‌گاه

x است.23	.7 xy y2 2 0   اگر x و y دو عدد حقیقی باشند، آن‌گاه 

 به کمک اثبات بازگشتی، درستی گزاره‌های زیر را نشان دهید.

)مثال صفحۀ 7 کتاب درسی - تیر و دی 98 - خرداد 1401(23	.8 �a
a

a  1 2 0;

9.	23 a
a

a   1 2 0;

0.	24 )تمرین 1 قسمت )الف( صفحۀ 8 کتاب درسی - خرداد 99( � xy
y
x xy  2 0;

1.	24  a
a

a  2 2 2 0;

2.	24 )کتاب راهنمای معلم( � a
a

2

41
1
2



3.	24 ab a b a b  ( ) ; ,2 02

4.	24  a
a

2

2
3
2

2




5.	24 1 1 4 0
a b a b

a b 


; ,

6.	24  (a b)( ) ; a,b   1 1 4 0
a b

7.	24 a b2 2 2 1  (b )

8.	24 a b a b a b
2 2

2 2 0   ; ,

9.	24  a b a b b a2 2 2 21 1 1 0      ;a,b

0.	25  a b c2 2 2 5 2     (a b c)

1.	25  a b b ab a    1
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2.	25 )خرداد 1402( � x y xy z2 2 21 2   

3.	25 )شهریور 1402( � 2 2 4 42 2x xy y x   

4.	25 )دی 1401( � y x2 1 2 1    (y x )

5.	25 )تمرین 1 قسمت )پ( صفحۀ 8 کتاب درسی - خرداد 98 خارج- دی 97( � x y xy x y2 2 1    

6.	25 )خرداد 1404( �5 42 2a b ab++ ≥≥

7.	25 )دی 1403( �3 6 32 2x y x++ ≥≥ −−

8.	25 )خرداد 1403( �a b a b2 2 1 1   ( )( )
9.	25 )مثال صفحۀ 7 کتاب درسی - خرداد 98 - شهریور 99 - مرداد 1403( میانگین حسابی دو عدد نامنفی از میانگین هندسی آن‌ها کمتر نیست.�

0.	26 )خرداد 1400( حاصل‌ضرب هر دو عدد حقیقی، کوچکتر یا مساوی با نصف مجموع مربعات آن‌ها است.�

1.	26 )دی 1402( مجموع مربعات هر دو عدد حقیقی همواره از قرینۀ حاصل‌ضرب آن‌ها کم‌تر نیست.�

2.	26  ab

a b

a b


2
1 1 0; ,

3.	26 )مثال صفحۀ 7 کتاب درسی( �a ab b2 2 0  

4.	26  a b c ab bc2 2 22 2 2   

5.	26 )تمرین 1 قسمت )ب( صفحۀ 8 کتاب درسی - شهریور 98( �a b c ab bc ac2 2 2    

6.	26  a b c a4 4 2 21 2 1      (ab a c )

7.	26  ab
c

ac
b

bc
a

a b c a b c     ; , , 0

8.	26  5 5 4 4 2 02 2a b b a    

9.	26  5 2 2 2 4 52 2a b    ( a b) ab

0.	27  a b ab4 4 4 2 0   

1.	27  | a b | | a | | b |  

2.	27  a a a4 3 1 0   

3.	27 )کتاب راهنمای معلم( �a b a b ab a b3 3 2 2 0    ;

4.	27  a b a b ab a b4 4 3 3 0   ; ,

5.	27  a a2 1 2 1 0     (b a ) ; a b

6.	27  | sinx cosx |  2

7.	27  a
b

b
a a b

a b2 2
1 1 0   ; ,

8.	27  a b a b a b   ; , 0

9.	27  a
b

a
b

a b a b
3

2

2
0   ; ,

0.	28 )کتاب راهنمای معلم( �m
m

m  4 3 02 ;

 به پرسش‌های زیر پاسخ دهید.

1.	28 میانگین هندسی و میانگین حسابی اعداد 3 و 27 را به‌دست آورید.

2.	28 2 است. 2sin cos cot


   0 باشد، نشان دهید 180   گر ا

3.	28 cd است. a b bd a c
abcd

( ) ( )2 2 2 2
4    گر اعداد c ، b ، a و d مثبت باشند، نشان دهید ا

4.	28 )کتاب راهنمای معلم( ab است.�  1
4 کنید a باشد، ثابت  b  1 گر a و b اعداد مثبت و ا

5.	28 ) است. ) ( )a a b b   1 1 25
2

2 2 a باشد، نشان دهید b  1 گر a و b دو عدد مثبت و ا
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فصل

 آشنایی با نظریۀ اعداد    1

 1‌

اول  عددی  n = 1 2 3 4, , , ازای  به   2 12n
+ عدد  گفته  درسی  کتاب  5؛ 

اول نیست. n = 5 می‌شود امّا به‌ازای
 2‌

امّا  نیست  اول  که  می‌شود   25 برابر  n n2 5+ + عدد  n = 4 به‌ازای 4؛ 
کنید  دقت  می‌شود.  اول  عددی  n n2 5+ + عدد  n = 1 2 3, , به‌ازای 

کوچک‌ترین عدد طبیعی به عنوان مثال نقض مدنظر است.
 3‌

برابر است با: 3 5− گویا؛ مربع 
( )3 5 9 6 5 5 14 6 52− = − + = − �

نقض  مثال  پس  می‌شود،  گنگ  عدد  یک  حاصل  می‌بینید  که  همان‌طور 
گویا است، می‌باشد. گنگ، عددی  عبارت مربع هر عدد 

 4‌

نیست؛ مثلًا اعداد صحیح 1، 2، 3، 4، 5 و 6، اعداد صحیح متوالی هستند 
که مجموع آن‌ها برابر 21 می‌شود ولی بر 6 بخش‌پذیر نیست.

 5‌

درست
 6‌

درست
 7‌

مثال   1 عدد  پس  نیست  بزرگ‌تر  خودش  از  یک  طبیعی  عدد  مربع  درست؛ 
نقض حکم می‌باشد.

 8‌

 5 2 ) ولی  ) 5 22 2 نادرست؛ 
 9‌

2 52 2 ( ) 2 ولی 5  نادرست؛
 10‌

. 2 33 2 2 است زیرا  2n n n مثال نقض حکم   3 نادرست؛ 
 11‌

 ( )2 22  یعنی  آن  مربع  ولی  است  گنگ  عددی   2 مثلًا  نادرست؛ 
گویا می‌باشد. عددی 

 12‌

که دو قطر برابر داشته باشد، مستطیل است  نادرست؛ هر متوازی‌الاضلاعی 
بنابراین مثال نقض ندارد.

حرفه‌ای باش!   ا‌گر گفته می‌شد هر چهارضلعی که دو قطر برابر داشته باشد، 

مستطیل است آن‌گاه مثال نقض داشت مثلًا ذوزنقۀ متساوی‌الساقین دو 
قطر برابر  دارد ولی مستطیل نیست.

 13‌

 a b 2 4 زیرا  می‌باشد  گزاره  نقض  مثال   b  و1  a  2 نادرست؛ 

که عددی فرد است. a برابر 5 می‌باشد  b2 2 که زوج است ولی  می‌شود 

 14‌

آن‌ها  تک‌تک  پس  می‌شود،  صفر  نامنفی  عبارت  دو  مجموع  وقتی  درست؛ 
صفر هستند.

 15‌

برابر عدد فرد 3 می‌شود. p  1 p باشد،   2 گر  نادرست؛ ا
 16‌

کنید  ثابت  می‌گفت:  که  داشت  وجود  تمرینی  درسی  کتاب  در  درست؛ 
این  الان  امّا  است.  بخش‌پذیر   6 بر  متوالی  طبیعی  عدد  سه  حاصل‌ضرب 

کتاب حذف شده است. تمرین از 
 17‌

که مثبت است  a2 می‌شود  4 و 2 یک عدد حقیقی است  ؛  a  2
a مثبت نیست. در حالی‌که 

 18‌

103 نیست. x از عدد 3 بزرگ‌تر است در حالی‌که بزرگ‌تر از  10
3 ؛  x  10

3

» x  10
3

x آن‌گاه  3 گر گر صورت سؤال اینجوری بود »ا   حرفه‌ای باش!  ا

 103 و  3 بین  عددی  باید  و  نبود  نقض  مثال   x  10
3 دیگه اونوقت 

کافیه  گویا  انتخاب می‌کردیم. برای به‌دست آوردن یک عدد، بین دو عدد 
کنیم،  ج‌های آن‌ها را با هم جمع  گویا را با هم و مخر صورت‌های دو عدد 

مثلًا مثال نقض‌ در مورد این سؤال می‌شد:
10
3

3
1

10 3
3 1

13
4,  


 �

 19‌

x عددی مثبت است.  2 می‌باشد درحالی‌که2 22  ؛ در این‌صورت x  2
 20‌

x عددی منفی است.   1درحالی‌که ( )  1 12 ؛  x  1
 21‌

x  1
2

( ) ( )1
2

1
2

2 3

 22‌

بزرگ‌تر   14 از که  می‌شود   x  1
4

1
2 این‌صورت در  ؛  x  1

4
است.
 23‌

کوچک‌تر   3 از  که  می‌شود  صفر  برابر   4 2 x این‌صورت در  ؛  x  2
x بزرگ‌تر از 1 نیست.  2 درحالی‌که

 24‌

d  2 c و  6 ، b  10 ؛ a  3
3 6 10 2    ( ) ( ) در این‌صورت:�

 25‌

؛ در این‌صورت داریم: z  y و1  1 ، x  1
1

1 1
1
1

1
1

1
2 2


    �
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 26‌

ab می‌شود در حالی‌که b صفر نیست.  0 ؛ در این‌صورت b  2 a و  0

b باید  a و هم  b هستش یعنی هم   0 a و  0 حکم ما    حرفه‌ای باش! 

‌. b  0 a یا  0 صفر باشن. درستش اینه که

 27‌

 4 بر  که  می‌شود   1 2 3 4 10    برابر آن‌ها  مجموع  4؛  و   3  ،2  ،1
بخش‌پذیر نیست.

 28‌

1 در  2 3  ؛ مجموع دو عدد متوالی بر 2 بخش‌پذیر نیست مثلًا n  2
حالی‌که 3 بر 2 بخش‌پذیر نیست.

بخش‌پذیر   n بر  متوالی  عدد   n مجموع  باشد،  زوج   n گر  ا باش!    حرفه‌ای 

گر n فرد باشد، مجموع n عدد متوالی بر n بخش‌پذیر می‌باشد. نیست امّا ا

 29‌

1 نیست. 13  کوچک‌تر از  1 12  1؛ 
 30‌

 a b2 2 1 9 10    ab عددی فرد  است در حالی‌که  3 ؛  b  3 ، a  1
که عددی زوج می‌باشد. می‌شود 

 31‌

2؛ عدد طبیعی 2 را نمی‌توان به‌صورت مجموع اعداد طبیعی متوالی نوشت.

نمی‌شه  را   2n فرم به  اعداد  که  باشه  یادت  نیست  بد  باش!    حرفه‌ای 

به‌صورت مجموع اعداد طبیعی متوالی نوشت. مثل 2، 4، 8، 16، ...

 32‌

که 26 عددی اول نیست. p2 می‌شود  1 26  ؛ در این‌صورت p  5
 33‌

کنیم. ؛ قرار بود حفظ  n  5
 34‌

که عدد اول نیست. 2 برابر 15 می‌شود  1n  ، n  4 ؛ به ازای n  4
 35‌

که اول نیست. 2 برابر 9 می‌شود  1n  n عدد  3 ؛ به ازای n  3
 36‌

عـــددی کـــه  می‌شـــود   35 برابـــر   2 3n  عـــدد  n  5 ازای بـــه  ؛  n  5
اول نیست.

 37‌

که اول نیست. 5 برابر 27 می‌شود  2n  n عدد  2 ؛ به ازای n  2
 38‌

که اول نیست. 3 برابر 85 می‌شود  4n  n عدد  4 ؛ به ازای n  4
 39‌

که اول نیست. 3 برابر 245 می‌شود  2n  n عدد  5 ؛ به ازای n  5
 40‌

که اول نیست. 2 برابر 133 می‌شود  5n n n عدد  3 ؛ به ازای n  3

 41‌

می‌شود.  41 مضرب   n n2 41  عدد   n  41 ازای  به  ؛  n  41
( k)41 41 41 412   

 42‌

9 و 4؛ اعداد 9 و 4 هر دو مرکب هستند در حالی‌که مجموع آن‌ها 13 می‌شود 
و عددی اول است.

 43‌

؛ اعداد 2 و 3 اول هستند و مجموع آن‌ها یعنی 5 نیز عددی  b  3 a و  2
اول است.

 44‌

که عددی اول است. 1 و 2؛ حاصل‌ضرب آن‌ها 2 می‌شود 
 45‌

کامل  کامل هستند و مجموع آن‌ها یعنی 25 نیز مربع  9 و 16؛ 9 و 16 مربع 
است.
 46‌

13؛ مجموع ارقام عدد 13 برابر 4 است که بر 4 بخش‌پذیر می‌باشد در حالی‌که 
عدد 13 بر 4 بخش‌پذیر نیست.

 47‌

در  است   12 مضرب  که  می‌شود   36 برابر   n2 ، n  6 ازای به  ؛  n  6
n مضرب 12 نیست.  6 حالی‌که

 48‌

y  1 1 ، x  1 ؛ می‌دانیم1 y  1 x و  1

2 است. 1 1  ، در حالی‌که x y   1 1 2 و

گه می‌گفت برای هر دو عدد حقیقی و متمایز x و y اونوقت باید   حرفه‌ای باش!  ا

y یا کلی مثال دیگه.  3 x و  مثالی می‌زدی که x و y برابر نباشن مثلًا1

 49‌

x و xy تعریف می‌شود در حالی‌که ؛ در این‌صورت x  3 x و  2
y تعریف نمی‌شوند.

 50‌

 x y  0 نامساوی در   y  1 و  x  2 اعداد ؛  y  1 و  x  2
عبارت  با   x y    2 1 1 1 عبارت ولی  می‌کنند  صدق 

2 برابر نیست. 1 2 1  

 51‌

8 گنگ هستند ولی حاصل‌ضرب آن‌ها یعنی 2 و ؛ اعداد 8 2 و
گنگ نیست.  2 8 16 4  

 52‌

xy  می‌شود    ( )2 2 42 2 2 ؛ در این‌صورت  y 2 x2 و 2

که عددی گویا است.
 53‌

9 را به‌صورت زیر می‌نویسیم: 12 52n n  ؛ ابتدا عدد n  2 2
3

9 12 5 3 2 12 2n n    ( n ) �
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عدد  یک  برابر  پرانتز  داخل  حاصل  که  می‌کنیم  انتخاب  طوری  را   n حال 
رادیکالی باشد:

3 2 2 2 2
3n n     �

         ( n ) ( ( ) ) ( )3 2 1 3 2 2
3 2 1 2 1 32 2 2 �

 54‌

؛ هر دو عدد گنگ هستند ولی مجموع آن‌ها یعنی صفر عددی  2  و 2
گویا است.

 55‌

2 عددی گنگ است و حاصل‌ضرب آن‌ها  ؛ صفر عددی گویا و 2 صفر و
گویا است. که عددی  صفر می‌شود 

 56‌

که عددی  b برابر 4 می‌شود  ac ؛ در این‌صورت c  8 b و  1، a  2
گویا است.

 57‌

a عددی  b گنگ و  b a و  ؛ در این‌صورت  b  3 2 ، a  2 2
8 می‌باشد که عددی گنگ است. 2 a برابر b 2 گویا است در حالی‌که

 58‌

که  می‌شود   2 برابر  آن  مکعب  حالی‌که  در  است  گنگ  عددی   23 ؛  23

گویا است. عددی 
 59‌

گویا هستند امّا تقسیم 2 بر صفر تعریف نشده است. 2 و صفر؛ هر دو عدد 
 60‌

C { , , , }1 2 3 4 B و  { , , }1 2 3 ،A { , }1 2
A می‌باشد در حالی‌که مجموعه‌های  B A C     در این‌صورت

C برابر نیستند. B و 
 61‌

C { , , }1 2 3 B و  { }1  ،A { , }1 2
A است در حالی‌که مجموعه‌های A و  C B C    در این‌صورت

B برابر نیستند.
 62‌

C { }3 B و { , }1 2  ،A { , , , }1 2 3 4
B می‌باشد. C A است ولی B A C  در این صورت

 63‌

C { , , }1 2 3 B و   { , }1 2  ،A { }1
B است. C A می‌باشد در حالی‌که B A C   { }1 در این‌صورت

 64‌

C { , , , }1 2 3 5 B و  { , , }2 3 4 ،A { , , }1 2 3

A می‌باشد. C B در حالی‌که C A و B که می‌بینید همان‌طور 
 65‌

 A مجموعۀ  عضو   2 می‌بینید  که  همان‌طور  B؛   { ,{ }}2 2 ،A { }2
است و A نیز عضو مجموعۀ B می‌باشد، در حالی‌که 2 عضو مجموعۀ B است. 

 66‌

و  A B a {( , ) , ( ,b)}1 1 این‌صورت در  B؛  b{a , } ،A  { }1
که با هم برابر نیستند. B می‌باشند  A a  {( , ) , (b , )}1 1

 67‌

در  دارد  برابر  ارتفاع‌  دو  متساوی‌الساقین  مثلث‌  متساوی‌الساقین؛  مثلث‌ 
حالی‌که متساوی‌الاضلاع نیست.

 68‌

ذوزنقۀ متساوی‌الساقین؛ دو قطر برابر دارد در حالی‌که مستطیل نیست.
 69‌

�
 70‌

مثلث‌ منفرجه‌الزاویه؛ در مثلث منفرجه الزاویه نقطۀ همرسی ارتفاع‌ها بیرون 
مثلث است.

 71‌

�

BD برابرند، درحالی‌که وترهای AB و CD موازی نیستند. AC و کمان‌های
 72‌

و   | | | |    2 1 1 1 برابر   | |x y این‌صورت  در  ؛  y  1 و   x  2
1 می‌شود. 2 1  | است و  | | |y  1 | و1 x | | |  2 2

 73‌

؛ در این‌صورت داریم: y  1 5/ x و  2 5/

[x y] [ ] [ ]
[ ] ,[ ]
    
 





  
2 5 1 5 4 4

2 5 2 1 5 1
4 2 1

/ /
/ / �

 74‌

 [| |] [ ]  2 5 2 5 2/ / | و [ ] | | |   2 5 3 3/ ؛ در این‌صورت x  2 5/

که با هم برابر نیستند. می‌باشد 
 75‌

مجموع  مربع  و   4 آن‌ها  مربعات  مجموع  این‌صورت  در  ؛  b  2 و  a  0
آن‌ها نیز 4 است. 

 76‌

 A می‌باشد در حالی‌که AB 












0 0
0 0 ؛  B 

 












2 4
1 2 A و 













1 2
2 4

B ماتریس‌های صفر نیستند. و 
 77‌

 g(x) تابع و  صعودی  کیداً  ا  f(x) تابع ؛  g(x) x 2 و  f (x) x
 f (x) g(x) x   یعنی آن‌ها  مجموع  حالی‌که  در  است  نزولی  کیداً  ا

کیداً نزولی می‌باشد. ا
 78‌

f (x) x �
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 79‌

f x
x

(x)  

2

2 1 �

 a d  0 گر ا  ، f ax b
cx d

(x)  


هموگرافیک تابع  در  باش!    حرفه‌ای 

f می‌باشد. (x) f (x) 1 باشد،

 80‌

 2 2 2 1 2sin     sin و ( ) sin2 2 0   ؛ در این‌صورت x  2
می‌باشند که با هم برابر نیستند.

 81‌

است   sin sin30 150 1
2

   این‌صورت در  ؛   150 و    30

 . 30 150  در حالی‌که
 82‌

tan تعریف نمی‌شود. x؛ در این‌صورت x  2
 83‌

؛ در این‌صورت داریم: b  100 a و  10
log log
log log
log log

ab
a
b

 
 
 









  
1000 3
10 1
100 2

3 1 2 �

 84‌

 150 ؛ هر دو زاویه‌ حاده هستند امّا مجموع آن‌ها برابر  80  و  70

که حاده نیست. است 
 85‌

زوج
 86‌

فرد
 87‌

اثبات مستقیم
 88‌

است
 89‌

از  است.  فرد  دیگری  و  زوج  اعداد  از  یکی  حتماً  باشد،  فرد  a b+ گر  ا فرد؛ 
طرفی می‌دانیم توان دوم عدد زوج، عددی زوج و توان دوم عدد فرد، عددی 
و یک عدد فرد است،  زوج  که مجموع یک عدد   a b2 2+ فرد است، پس 

عددی فرد می‌شود.
 90‌

که تفاضل دو عدد  a  4 a حتماً زوج است و a فرد باشد،   گر1 درست؛ ا
زوج می‌باشد نیز عددی زوج می‌شود.

 91‌

نادرست؛ مجموع دو عدد فرد، عددی زوج است.

2 1 2 1 2 2 2 2 1 2k k k k
q

         (k k ) q��� �� �

 92‌

نادرست؛ عدد فرد به توان هر عدد طبیعی برسد، عددی فرد می‌شود.
 93‌

درست؛ مربع هر عدد فرد عددی فرد است، پس: 

a b c k k k2 2 2 2 1 2 1 2 1         �

           



2 2 2 3 2 1 1 2 1
2 1

k k k
q

(k k k ) q� �� �� �

 94‌

4 سه عدد طبیعی متوالی هستند ولی مجموع آن‌ها  3 2, , نادرست؛ مثلًا 
طبیعی  عدد  سه  مجموع  که  کنید  توجه  نیست.  بخش‌پذیر   6 بر   9 یعنی 

متوالی همواره بر 3 بخش‌پذیر است.
 95‌

104 است  2 5 / نادرست؛ مثلًا میانگین چهار عدد متوالی 1، 2، 3 و 4 برابر
کدام از اعداد 1، 2، 3 و 4 برابر نیست. که با هیچ 

 96‌

درست
a k a k k

k
          


2 1 4 4 1 2 2 2 1 2 12 2 2( k k) k��� �� �

a k a k k k      2 1 8 12 6 13 3 2 �

     


2 4 6 3 1 2 13 2( k k k) k
k

� ��� ��� �

a a k k k k
q

2 3 2 1 2 1 2 2 2 2 1 2           (k k ) q��� �� �

بودن  فرد  یا  زوج  نظر  از  را  عدد  ماهیت  رساندن،  توان  به  باش!   حرفه‌ای 

نیز فرد هستند و مجموع آن‌ها  a3 و a2 تغییر نمی‌دهد. چون a فرد است، 
حتماً زوج می‌شود.

 97‌

درست
 98‌

a باشد، پس: k 2 فرض می‌کنیم1
a k k q

q
        3 2 1 3 2 4 2 2 2(k )



�

 99‌

2 باشد، پس: 1 k 2k و عدد فرد فرض می‌کنیم عدد زوج
2 2 1 2 1 2 1k k k q

q
       (k )



�

 100‌

2 باشند، پس: 1 k 2 و 1k  فرض می‌کنیم دو عدد فرد

 2 1 2 1 2 2 2 2 1 2k k k k k q
q

         (k )��� �� �

 101‌

2 باشد، پس: 1 k 2k و عدد فرد فرض می‌کنیم عدد زوج

7 2 2 1 2 7 1 2 1        k k k q
q

( k )��� �
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 102‌

2 باشند، پس: 3k  2 و 1k  فرض می‌کنیم دو عدد فرد متوالی

( )( )2 1 2 3 4 6 2 3 4 8 32 2

2 1

k k k k k k k        



�

     2 2 4 1 1 2 12( k )k q
q

� �� �� �

 103‌

2 باشند، پس: 1 k 2 و 1k  فرض می‌کنیم دو عدد فرد،

( k )( k ) kk k k ( kk k k )2 1 2 1 4 2 2 1 2 2 1 2 1            
q

q� �� ��
 104‌

2 باشد، پس: 1 k 2k و عدد فرد فرض می‌کنیم عدد زوج

2 2 1 4 2 2 2 2k q
q

( k ) kk k ( kk k)     ��� �� �

عدد  دو  زیرا  است،  زوج  متوالی،  صحیح  عدد  دو  حاصل‌ضرب   نتیجه  

صحیح متوالی یکی زوج و دیگری فرد است. 

 105‌

2 باشد، پس: 1k  فرض می‌کنیم عدد فرد

( k ) ( k )2 1 4 4 1 2 2 2 1 2 12 2 2        k k k q
q

��� �� �

 106‌

2 باشد، پس: 1k  فرض می‌کنیم عدد فرد

( k ) ( k )2 1 8 12 6 1 2 4 6 3 1 2 13 3 2 3 2          k k k k k q
q

� ��� ��� �

 107‌

n سه عدد صحیح متوالی باشند، پس:  ، n و1 n  1 فرض می‌کنیم
n n n n    1 1 3 �

 108‌

متوالی  صحیح  عدد  پنج   n  2 و  n  1،n  ، n  1 ، n  2 می‌کنیم فرض 
n n n n n n        2 1 1 2 5 باشند، پس:�

 109‌

n باشند،   2 و n  1  ،  n  ، n 1  ، n  2 فرض می‌کنیم پنج عدد متوالی
که واضح است عدد وسطی n است، پس:

x n n n n n n n          2 1 1 2
5

5
5 �

 110‌

n عدد صحیح متوالی   ، n  (n )1 ، ... و n  2 ، n  1  ،n فرض می‌کنیم 
باشند، پس:

n n n n n              1 2 1 1 2 1... (n ) n ( ... n ) �

   n n2 1
2

(n ) �

صحیح  عددی   n  1
2 و بوده  زوج   n  1 پس است،  فرد  عددی   n چون 

است، بنابراین داریم:
n n nq n

q

2 21
2       



(n )n (n q) nq


�

کرده‌ایم.  q فرض  n را برابر   1
2 کنید در محاسبات بالا توجه 

 حرفه‌ای باش!  همواره داریم:

1 2 3 1
2     

 n n(n )
�

 111‌

2 باشند، پس:  1 k 2 و 1k  فرض می‌کنیم دو عدد فرد،
( k ) ( k )2 1 2 1 4 4 1 4 4 12 2 2 2         k k k k �

     4 4 4 4 22 2k k k k �

      2 2 2 2 2 1 22 2( k )k k k q
q

� ����� ����� �

 112‌

b باشند، پس: k 2 a و1 k 2 فرض می‌کنیم1
a b3 3 3 32 1 2 1    ( k ) ( k ) �
         8 12 6 1 8 12 6 13 2 3 2k k k k k k �
       8 8 12 12 6 6 23 3 2 2k k k k k k' �

         2 4 4 6 6 3 3 1 23 3 2 2( k k k k )k k q
q

� ������� ������� �

 113‌

2 باشند، پس: 1 k 2 و 1k  فرض می‌کنیم دو عدد فرد
( ) ( ) ( k ) ( k )2 1 2 1 4 4 1 4 4 12 2 2 2k k k k          �

            4 4 4 4 4 42 2 2 2k k k k q
q

(k k k k )� ��� ��� �

 114‌

n باشد. پس: k 2 فرض می‌کنیم1
n n2 25 7 2 1 5 2 1 7      ( k ) ( k ) �
     4 4 1 10 5 72k k k �
        




4 6 3 2 2 3 1 1 2 12 2

2 1

k k k k q
q

( )� �� �� �

 115‌

n است، پس: k 2 فرض می‌کنیم
n n k k k k2 2 2

6 1
5 7 2 5 2 7 4 10 7       



( ) ( ) �
     2 2 5 3 1 2 12( )k k q

q
� �� �� �

 116‌

2 باشند، پس: 1 k 2 و 1k  فرض می‌کنیم دو عدد فرد
( )( ) kk k k2 1 2 1 1 4 2 2 1 1k k        �

        4 2 2 2 2 2 1 2kk k k ( )kk k k q
q

� ��� ��� �

 117‌

2 هستند، پس: 2k  2k و فرض می‌کنیم دو عدد زوج متوالی
2 2 2 1 4 4 1 2 12 2k k( k ) k ( k )       �

 118‌

2 باشند، پس: 1 k 2 و 1 k ، 2 1k  فرض می‌کنیم سه عدد فرد
2 1 2 1 2 1 2 2 2 3

2 1

k k k k k k          



�

       2 1 1 2 1( )k k k q
q

� ��� ��� �
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 119‌

 k n (n )1 n باشند، پس  فرض می‌کنیم دو عدد طبیعی متوالی n و1
است. حال داریم:

4 1 4 1 1 4 4 1 2 12 2k n n n        (n ) n ( ) �
 120‌

باشند، پس: 2 2k  و  2k فرض می‌کنیم دو عدد زوج متوالی 

2 2 2 1 4 4 1 2 12 2k k k k k( ) ( )+ + = + + = + �

کامل است. یک عدد مربع  ( )2 1 2k + می‌دانیم 
 121‌

کامل است؛ داریم: 4 مربع  1k  چون

4 1 4 1 1
4

1 1
4

2 2 2
k n k n k n          (n )(n ) �

  ( )( )n n1
2

1
2 �

n2 و در نتیجه n نیز عددی فرد می‌باشد.  4 عددی فرد است، پس 1k  چون

 n 1
2 و  n  1

2 نتیجه در  و  هستند  زوج  دو  هر   n 1 و  n  بنابراین1

اعداد طبیعی می‌باشند. حال باید نشان دهیم این دو عدد متوالی‌اند، پس:

( ) ( )n n n n        1
2

1
2

1 1
2

2
2 1 �

 122‌

2 باشند، پس: 2k  2k و ، 2 2k  فرض می‌کنیم سه عدد زوج متوالی

( ) ( ) (k ) (k ) q2 2 2 2 2 8 1 1 8k k k k
q

         � ��� ��� �

 123‌

چون نوشت.   (n )(n )  2 3 به‌صورت1 می‌توان  را   n n2 5 7  عدد
n دو عدد متوالی‌اند، پس حاصل‌ضرب آن‌ها زوج بوده و داریم:  3 n و  2
(n )(n )    2 3 1 2 1k �

 124‌

 (a )b 1 a می‌باشد حال طرفین تساوی0  1 چون a زوج است، پس0

1 ضرب می‌کنیم و داریم:
1a 

را در
1
1 1 1

1 0 0
a a

b


  


  (a )b �
 125‌

، پس: y x 1 x نتیجه می‌گیریم y  1 از

( )( ) ( )( ) ( )( )1 1 1 1 1 1 1 1
1

1 1 1
1    


   

x y x x
x
x

x
x

�

  


 


( )( ) ( )( )x
x

x
x

x
x

x
x

1
1

1
1 1 �

 126‌

n3 باشند، پس: n2 و ، n1،n فرض می‌کنیم چهار عدد صحیح متوالی

n n

n n n n

(n )(n )(n ) (n ) (n )(n )        

  

1 2 3 1 3 1 2
2 23 3 2
��� �� � �� �� 11 �

         (n n)(n n ) (n n) (n n)2 2 2 2 23 3 2 1 3 2 3 1  �

  (n )2 23 1n �

 127‌

 d و   c، b ، a می‌دانیم  هستند.   cd و  ab گویا عدد  دو  که  می‌کنیم  فرض 

b است. پس: d و   0 aاعداد صحیح و
b

c
d

ad bc
bd   �

می‌دانیم حاصل‌ضرب و حاصل‌جمع دو عدد صحیح، عددی صحیح است، 
صفر  مخالف   d و   b چون  و  هستند  صحیح  اعداد   bd و   ad bc پس

مجموع  همان  که   ad bc
bd
 یعنی این  و  می‌باشد   bd  0 پس هستند، 

گویا می‌باشد. cd است، عددی  ab و گویای دو عدد 
 128‌

که c، b، a و d اعداد صحیح  c هستند 
d

a و
b

گویا فرض می‌کنیم دو عدد 
d مخالف صفر می‌باشند، پس: aو b و 

b
c
d

ac
bd

  �

 bd و ac می‌دانیم حاصل‌ضرب دو عدد صحیح، عددی صحیح است پس
 bd  0 d مخالف صفر هستند، پس عددی صحیح می‌باشند و چون b و 

گویا است. ac عددی 
bd

می‌باشد و این یعنی
 129‌

q اعداد  p، n، m و  که در آن‌ها  b باشند  p
q

 a و m
n

 فرض می‌کنیم

b است پس p نیز   0 صحیح و n و q مخالف صفر هستند، از آن‌جایی‌که
مخالف صفر می‌باشد. حال داریم:

a
b

m
n
p
q

mq
np

  �

و   mq پس  است،  صحیح  عددی  صحیح،  عدد  دو  حاصل‌ضرب  می‌دانیم 
 np  0 p مخالف صفر هستند پس n و  np اعداد صحیح هستند و چون 

گویا است.  mq عددی 
np

می‌باشد و این یعنی
 130‌

که c، b، a و d اعداد صحیح  c هستند 
d

a و
b

گویا فرض می‌کنیم دو عدد 

d مخالف صفر هستند، پس: aو b و 
b

c
d

ad bc
bd

   �

صحیح  عددی  صحیح،  عدد  دو  تفاضل  حاصل  و  حاصل‌ضرب  می‌دانیم 
bd می‌باشد   0 d مخالف صفر هستند، پس b و  است و هم‌چنین چون 
 ad bc
bd
 bd است، پس  0 ad و bd اعداد صحیح و bc و این یعنی

گویا می‌باشد. یک عدد 
 131‌

abc q a b c q a b c q          3 00 0 3 100 10 3 �

             
 

99 9 3 3 3 3
3 3
a a b b c q a b c q q q
q q
 

�

     3 3( ) kq q q �
 132‌

abcde abc de abc de    00 100 �

abcde q abc de q    4 100 4 �

       


4 25 4 4 4abc de q q de q
q

��� �� �

         


de q q de q
q

4 4 4 4(q q )


�
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 133‌

abcabc abc abc abc abc abc      000 1000 1001 �
   7 11 13 abc �

 134‌

a
a

a
a

a
a

a a
a

            1 2 1 2 1 2 0 1 2 0
2 2 2

   
 (a ) (a )1 0 0

2 1 02

a
a''''''''" �

 135‌

2 باشند، پس: 2k  2k و فرض می‌کنیم دو عدد صحیح زوج متوالی
2 2 2 4 1 4 2 8

2

k q q
q

( k ) k(k )     ��� �

 حرفه‌ای باش!  چون از دو عدد متوالی، یکی زوج و دیگری فرد است، پس 

کلی حاصل‌ضرب هر n عدد  حتماً حاصل‌ضرب آن‌ها زوج می‌باشد. به‌طور 
صحیح متوالی بر!n بخش‌پذیر است مثلًا حاصل‌ضرب سه عدد صحیح 

3 بخش‌پذیر می‌باشد. 6! متوالی بر

 136‌

2 باشد، پس: 1k  فرض می‌کنیم عدد فرد،

( k ) (k )2 1 4 4 1 4 1 1 4 2 1 8 12 2

2

           k k k q q
q

��� �

 137‌

2 باشد، پس: 1k  فرض می‌کنیم عدد فرد،

( k ) (k )2 1 1 4 4 1 1 4 4 4 12 2 2

2

         k k k k k
q

��� �

  4 2 8q q �

 138‌

a خواهد بود و داریم: k 2 چون a عددی زوج است، پس

 a k(a ) k( k ) (k ) k(k )(k )2 2 2

6

4 2 4 4 8 1 8 1 1       
 Joñ¶

� �� �� �

  8 6 48q q �
 139‌

7 باشد، پس: 1 3p n  فرض می‌کنیم

7 1 7 1 7 1 13 3 2p n p n p n n n         ( )( ) �
حال داریم:

1(
n
n n p
 
  





1 7
12       یا  2( n n

n p
2 1 7
1
  
 





�

حالت اول

n n n n p            1 7 8 1 64 8 1 73 732 �
حالت دوم

n n n n n n2 21 7 6 0 3 2 0          ( )( ) �

  
nn 3
2 �

p n p
p  
    
  1 3 1 4
2 1 1

(¡ ¡ ù)

(¡ ¡ ù)

�

که دیدید عدد اول 73 وجود دارد. همان‌طور 

 140‌

فرد
 141‌

2 7 42k k 

n k n n         2 1 5 1 2 1 5 2 1 12 2( k ) ( k ) �

        



4 4 1 10 5 1 4 14 72 2

8 1

k k k k k �

       2 2 7 4 1 2 7 42 2( k k )
q

q k k� �� �� �

 142‌

یا
 143‌

p) است. q) (p q)1 2   p) هم‌ارز  p ) q1 2  نادرست؛ گزارۀ 
 144‌

y صفر باشند، رابطه درست است. گر حداقل یکی از اعداد x و  نادرست؛ ا
 145‌

نادرست 
(a b)

(a b)

   

  






    

2 2 2

2 2 2
2

0 0 0
a b ab

a b
ab a bIÄ �

 146‌

x ناپیوسته است. a f در g نادرست؛ 
 147‌

مضرب   9 یعنی  آن‌ها  مجموع  امّا  نیستند   3 مضرب   5 و   4 مثلًا  نادرست؛ 
3 است.

 148‌

n می‌باشد و داریم: k 2 n زوج باشد، پس حالت اول فرض می‌کنیم 

n n k k k2 2 2

6 1

5 7 2 5 2 7 4 10 7         



( k) �

     2 2 5 3 1 2 12( )k k q
q

� �� �� �

n می‌باشد و داریم: k 2 حالت دوم فرض می‌کنیم n فرد باشد، پس1

n n k k2 25 7 2 1 5 2 1 7      ( ) ( ) �

        



4 4 1 10 5 7 4 6 32 2

2 1

k k k k k �

     2 2 3 1 1 2 12( )k k q
q

� �� �� �

 149‌

می‌باشد و داریم: n k= 2 n زوج باشد، پس  حالت اول فرض می‌کنیم 

n n k k k k2 2 29 1 2 9 2 1 4 18 1− + = − + = − +( ) ( ) �

= − + = +2 2 9 1 2 12( )k k q
q

��� �� �

می‌باشد و داریم: n k= +2 1 حالت دوم فرض می‌کنیم n فرد باشد، پس 

n n k k k k k2 2 29 1 2 1 9 2 1 1 4 4 1 18 9 1− + = + − + + = + + − − +( ) ( ) �

= − − = − − + = +
↓

− +

4 14 7 2 2 7 4 1 2 12 2

8 1

k k k k q
q

( )� �� �� �
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 150‌

همۀ حالت‌ها را برای n در نظر می‌گیریم:

n n n     1 1
4

1 4
4 1

2 2( )
 �

n n n     2 1
4

4 9
4 9

2 2( )
 �

n n n     3 1
4

9 16
4 36

2 2( )
 �

n n n     4 1
4

16 25
4 100

2 2( )
 �

n n n       5 1
4

25 36
4 25 9 225

2 2( )
 �

n n n       6 1
4

36 49
4 9 49 441

2 2( )
 �

n عددی زوج شد. n2 21
4
( ) n حاصل  4 n و  3 فقط به‌ازای

 151‌

b در نظر می‌گیریم: a و  حالت‌های مختلف را برای 

a k b k a b k k q
q

          2 2 2 2 2 2, (k k )


 �

a k b k a b k k k k           2 2 1 2 2 1 2 2 1, ( ) �

            


a b k k q
q

2 2 1 2 2 2 1 1 2 1
1
� ���(k k )  �

a k b k a b k k        2 1 2 2 1 2, �

     2 1 2 1(k k )
q

q


 �

a k b k a b k k         2 1 2 1 2 1 2 1, ( ) �

      2 2 2 2k k q
q

(k k )


 �

a فرد باشد، باید a و b یکی زوج و دیگری فرد باشد: b بنابراین برای آن‌که

a k b k ab k q
q

      2 2 1 2 2 1 2, ( k )��� �� �

a k b k ab k       2 1 2 2 1 2, ( k ) �

   2 2 1 2(( k )k )
q

q��� �� �

 152‌

است  برقرار  حکم  این‌صورت  در  باشد،   a  0 می‌کنیم فرض  حالت اول 

است،  برقرار   a  0 چون و  است   b  0 و  a  0 فصلی ترکیب  حکم،  زیرا 
درست می‌باشد. b a  0 0 پس حکم 

a باشد، حال برای آن‌که حکم درست باشد   0 حالت دوم فرض می‌کنیم

1 یک عدد حقیقی 
a

a است پس  0 b است، چون  0 باید نشان‌دهیم
است و داریم:

ab
a
ab

a
b

a
     



0 1 1 0 0

1

''" �

 153‌

b در نظر می‌گیریم: ابتدا تمام حالت‌ها را از نظر زوج و فرد بودن برای a و 

a k b k ab k k kk kk q
q

          2 2 2 2 4 2 2 2, ( )


 �

a k b k ab k k      2 2 1 2 2 1, ( ) �

    4 2 2 2 2kk k kk k q
q

( )��� ��  �

a k b k ab k k kk k          2 1 2 2 1 2 4 2, ( ) �‍

   2 2 2( )kk k q
q

��� ��  �

a k b k ab k k       2 1 2 1 2 1 2 1, ( )( ) �

          4 2 2 1 2 2 1 2 1kk k k kk k k q
q

( )� �� ��  �

که a و b فرد باشند، پس: ab هنگامی فرد است  بنابراین 

a b k k2 2 2 22 1 2 1    ( ) ( ) �

            4 4 1 4 4 1 4 4 4 4 22 2 2 2k k k k k k k k �

      2 2 2 2 2 1 22 2( )k k k k q
q

� ����� ����� �

کافیه  کن، فقط  گرفتن همۀ حالت‌ها ثابت  گه تو صورت سؤال نگه با درنظر  ا
پاسخ پایین رو بنویسی. مثلًا تو امتحان نهایی خرداد 98 نگفته بود. چون 

b فرد می‌باشند، حال داریم: ab فرد است، پس a و 
a b k k2 2 2 22 1 2 1+ = + + ′ +( ) ( ) �

= + + + ′ + ′ +4 4 1 4 4 12 2k k k k �

= + ′ + + ′+ = + ′ + + ′+ =4 4 4 4 2 2 2 2 2 2 1 22 2 2 2k k k k k k k k q
q

( )� ���� ���� �

 154‌

5ab فرد است، پس a و b فرد می‌باشند. حال داریم: چون 
a k
b k

a b k k
 
 





     
2 1
2 1

2 1 2 12 2 2 2( ) ( ) �

            4 4 1 4 4 1 4 4 4 4 22 2 2 2k k k k k k k k �

= + ′ + + ′ + =2 2 2 2 2 1 22 2( )k k k k q
q

� ����� ����� �

 155‌

a دو حالت زیر را در نظر می‌گیریم: برای 
| می‌باشد، پس: a | a a باشد در این‌صورت  0 گر حالت اول ا

a a a a      | a | 0 0 2 0 �
| می‌باشد، پس: a | a  a باشد آن‌گاه  0 گر حالت دوم ا

a a       | a | ( a)0 0 0 0 �
 156‌

a k b k  2 2, b زوج باشند:� حالت اول a و 

       ab q
q

(a b ) k ( k )(( k) ( k ) )2 2 2 22 2 2 2 2� ����� ����� �

a k b k  2 2 1, a زوج و b فرد باشد:� حالت دوم 

       ab q
q

(a b ) k ( k )(( k) ( k ) )2 2 2 22 2 1 2 2 1 2� ������ ������ �
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a k b k   2 1 2, a فرد و b زوج باشد:� حالت سوم 

       ab(a b ) ( k ) k (( k ) ( k ) )2 2 2 22 1 2 2 1 2 �

       2 2 1 2 1 2 22 2( k ) (( k ) ( k ) )k q
q

� ������ ������ �

a k b k   2 1 2 1, حالت چهارم a و b فرد باشند:�

       ab k k k k(a b ) ( )( )(( ) ( ) )2 2 2 22 1 2 1 2 1 2 1 �
        ( )( )(( k k ) ( k k ))2 1 2 1 4 4 1 4 4 12 2k k �
       ( )( )( )2 1 2 1 4 4 4 42 2k k k k k k �
        2 2 1 2 1 2 2 2 2 22 2(( )( )( ))k k k k k k q

q
� ������� ������� �

 157‌

n k n n    2 2 23 2 3 2( k) ( k) گر n زوج باشد:� حالت اول ا

    8 4 2 4 2 23 2 3 2k k k q
q

( k )� �� �� �

گر n فرد باشد: حالت دوم ا

n k n n k k       2 1 2 1 2 13 2 3 2( ) ( ) �

           8 12 6 1 4 4 1 8 16 10 23 2 2 3 2k k k k k k k k �

    2 4 8 5 1 23 2( k k k )
q

q� ��� ��� �

 158‌

n n n     2 6 3 22 روش اول �

n n n     3 12 3 42 �
n n n     5 30 3 102 �
n n n     6 42 3 142 �
n n n     8 72 3 242 �
n n n     9 90 3 302 �
n n n     11 132 3 442 �
n n n     12 156 3 522 �

3 هستند، پس: 2k  3k یا روش دوم اعضای مجموعۀ S به فرم

 n k n n k k q
q

       3 9 3 3 3 32 2 2( k k)��� �

n k n n k       3 2 3 2 3 22 2( k ) �

      9 15 6 3 3 5 2 32 2k k q
q

( k k )� �� �� �

 159‌

b در نظر می‌گیریم: ابتدا حالت‌های مختلف زوج یا فرد بودن را برای a و 

a k b k a b k k q
q

          2 2 2 2 2 2, (k k )


 �

a k b k a b k k
q

           2 2 1 2 2 1 2 1, (k k )


�

 2 1q  �

a k b k a b k k
q

            2 1 2 2 1 2 2 1, (k k )


�
 2 1q  �

 a k b k a b k k k k            2 1 2 1 2 1 2 1 2 2 2, �

    2 1 2(k k )
q

q��� ��  �

بنابراین داریم:

a k b k b         2 2 1 1 2 1 2 12 2 2 2, (a ) ( k ) ( k ) �

            4 4 1 4 4 1 4 4 4 4 22 2 2 2k k k k k k k k �

      2 2 2 2 2 1 22 2( k k )k k q
q

� ����� ����� �

a k b k b          2 1 2 1 2 1 1 22 2 2 2, (a ) ( k ) ( k ) �

      4 4 2 2 2 22 2 2 2k k q
q

( k k )� �� �� �
 160‌

روش اول 

n زوج باشد: حالت اول 

n k n k k q
q

        2 1 2 1 4 1 4 12 2 2( )


�

n فرد باشد: حالت دوم 

n k n k k k          2 1 1 2 1 1 4 4 1 12 2 2( ) �

    4 2 4 22(k k)
q

q


�
روش دوم 

n باشد: k 4 حالت اول 

n k k q
q

2 2 2 21 4 1 16 1 4 4 1 4 1        ( ) ( k )


�

n باشد: k 4 1 حالت دوم 

n k k k
q

2 2 2 21 4 1 1 16 8 1 1 4 4 2 2          ( ) k ( k )��� �� �

 4 2q �
n باشد: k 4 2 حالت سوم 

n k k k2 2 21 4 2 1 16 16 4 1       ( ) �

     4 4 4 1 1 4 12( )k k q
q

� �� �� �

n باشد: k 4 3 حالت چهارم 

n k k k2 2 21 4 3 1 16 24 10
8 2

      



( ) �

     4 4 6 2 2 4 22( )k k q
q

� �� �� �

 161‌

a باشد باید نشان دهیم روش اول فرض می‌کنیم عدد طبیعی موردنظر 

گر a زوج باشد، داریم: a عددی زوج است. ا a 2

a a k k k k k k q
q

       2 2 2 22 2 2 4 2 2 2( ) ( )��� �

a فرد باشد، داریم: گر  ا
a a k k k k         2 2 22 1 2 1 2 1 4 4 1( k ) �

      4 6 2 2 2 3 1 22 2k k k k q
q

( )� �� �� �

)a نوشت که حاصل‌ضرب  a)1 a را می‌توان به‌صورت a 2 روش دوم 

دو عدد متوالی است. چون دو عدد متوالی همواره یکی زوج و دیگری فرد 
است، پس حاصل‌ضرب آن‌ها همواره زوج می‌باشد.
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 162‌

n باشد، پس: k 3 حالت اول فرض می‌کنیم

n n n k k k q
q

3 2 1 1 1 3 3 1 3 1 3         (n ) n(n )(n ) ( )( )� ��� ��� �

n باشد، پس: k 3 حالت دوم فرض می‌کنیم1

n n n k3 1 1 3 1 3 1 1 3 1 1         (n )(n ) ( )( k )( k ) �
        ( k ) ( k ) (( k )k( k ))3 1 3 3 2 3 3 1 3 2 3k q

q
� ��� ��� �

n باشد، پس: k 3 2 حالت سوم فرض می‌کنیم

n n n3 1 1 3 2 3 2 1 3 2 1         (n )(n ) ( k )( k )( k ) �

        ( k )( k )( k ) (( k )( k )(k ))3 2 3 1 3 3 3 3 2 3 1 1 3
q

q� ���� ���� �
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n باشند، پس:  ، n و1 n  1 فرض می‌کنیم سه عدد صحیح متوالی
(n ) (n )   1 13 3 3n �
        n n n n n n n3 2 3 3 23 3 1 3 3 1 �
   3 6 3 23 2n n n(n ) �

حال n می‌تواند یکی از حالت‌های زیر باشد:
n k n    3 3 2 3 3 3 22 2(n ) ( k)(( k) ) �
  9 3 2 92k(( ) ) qk

q
� �� �� �

n k n       3 1 3 2 3 3 1 3 1 22 2(n ) ( k )(( k ) ) �

         3 3 1 9 6 1 2 9 3 1 3 2 1 92 2( k )( k k ) ( k )( )k k q
q

� ���� ���� �

n k n n k k       3 2 3 2 3 3 2 3 2 22 2( ) ( )(( ) ) �

        3 3 2 9 12 6 9 3 2 3 4 2 92 2( )( ) ( )( )k k k k k k q
q

� ���� ���� �
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a است، پس: k 3 2 a یا k 3 چون a مضرب 3 نیست پس1
a k a k k          3 1 1 3 1 1 9 6 1 12 2 2( k ) �
    9 6 3 3 2 32 2k k k k q

q
( )��� �� �

a k a k k          3 2 1 3 2 1 9 12 4 12 2 2( k ) �
      9 12 3 3 3 4 1 32 2k k k k q

q
( )� �� �� �
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n باشد، پس: k 5 1 حالت اول 

n k n k k
q

          5 1 25 10 1 5 5 2 1 5 12 2 2( k k) q��� �� �

        


n q q q
q

4 2 2 25 1 25 10 1 5 5 2 1( q ) ( q )��� �� �

     5 1 1 54q n q �
n باشد، پس: k 5 2 حالت دوم 

n k n k k k
q

          5 2 25 20 4 5 5 4 4 5 42 2 2( k ) q��� �� �

         




n q q q q
q

4 2 2 25 4 25 40 16 5 5 8 3 1
15 1

( ) ( q )� �� �� �

     5 1 1 54q n q �

n باشد، پس: k 5 3 حالت سوم 

n k n k k     



5 3 25 30 92 2

5 4

�

      n k
q

2 25 5 6 1 4 5 4( k ) q� �� �� �

         




n q q q
q

4 2 2 25 4 25 40 16 5 5 8 3 1
15 1

( q ) q ( )� �� �� �

     5 1 1 54q n q �
n باشد، پس: k 5 4 حالت چهارم 

n k n k k     



5 4 25 40 162 2

15 1

�

      n q
q

2 25 5 8 3 1 5 1( k k )� �� �� �

     n q q4 2 25 1 25 10 1( q ) �

        


5 5 2 1 5 1 1 52 4( q )q q n q
q

��� �� �
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p2 و  p1 کوچک‌تر به فرض‌های  را   p بتوان  گر  ا  p q گزارۀ اثبات  برای 
) نمایش داد.  )p p q1 2  گزاره را می‌توان به‌صورت کرد آن‌گاه  تبدیل 
گی‌های  ویژ از  استفاده  و   � �○ ∼ ○   ارزی هم  به  با‌توجه  حال 

ترکیب فصلی و عطفی داریم:
( ) ( ) ( )p p q p p q p p q1 2 1 2 1 2          �

       ( ) ( ) ( ) ( ) p q p q p q p q1 2 1 2 �

P2 حکم  P1 و از فرض‌های از هر یک  باید  که ملاحظه می‌کنید  همان‌طور 
کرد. را ثابت 

 p p pn1 2  ... گر p را بتوان به n گزارۀ  نتیجه  می‌توان ثابت کرد که ا

کرد، داریم:  تبدیل 

( ... )p p p qn1 2   

      ( ) ( ) ... ( )p q p q p qn1 2

�
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x داریم: y x y2 2 2  ( ) از تساوی
  x y x y xy xy xy x2 2 2 2 2 2 0 0 0          یا y  0 �
از  یکی  حداقل  باید  می‌کند  صدق  تساوی  این  در  که  yهایی  و   x بنابراین 

آن‌ها صفر باشد.
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n k A       2 1 2 1 5 2 1 32( k ) ( k ) �

        



4 4 1 10 5 3 4 14 92 2

10 1

k k k k k �

     2 2 7 5 1 2 12( k )k q
q

� �� �� �

q می‌باشد. k k  2 7 52 بنابراین
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