
به جلد درس‌نامه خوش آمدید!

این‌جا سعی کردیم همهء مطالب رو به صورت مفهومی و با زبونی ساده براتون توضیح بدیم. برای این‌کار از یک ‌سری آیکون کاربردی هم 

استفاده کردیم که باید درموردشون توضیح بدیم: 

یه مطلب مهم کنکوری که احتمال طرح تست ازش زیاده. 

 قسمتی از صورت سؤال رو که مبهم یا غیرمستقیم حرف می‌زنه، این‌جا براتون شفاف می‌کنیم. 

 یک تکنیک سریع حل تست یا روش خلاقانهء حل یک سؤاله. 

 اشتباهی رو که ممکنه انجام بدی و به گزینهء اشتباه برسی، این‌جا توضیح می‌دیم. 

توضیح برای این که یه وقت اشتباه برداشت نکنی.

 پیشنهادی که بهتره بهش گوش کنی. 

یادآوری یک مطلب مهم که ممکنه فراموش کرده باشید. فلش بک:

 این‌جا مطالب پیشرفته‌ای رو آوردیم که کمک می‌کنن عمیق‌تر درس رو یاد بگیرید و سریع‌تر تست بزنید.

خارج کتاب ولی داخل کنکور این‌ها مطالب خارج از کتاب هستن که تو کنکور ازشون سؤال میاد.
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پیداکردن باقی مانده در اعداد توان دار

237 بر ۲۱ چند است؟»  يكی از مهم ترين مدل های سؤال های همنهشتی، پيداكردن باقی مانده در عددهای توان دار است. سؤال هايی مثل اين كه «باقی ماندۀ
در اين قسمت می خواهيم روش هايی ياد بگيريم كه با استفاده از آن ها اين مدل سؤال ها را حل كنيم. برای اين كار خوب است يک راهنما و دسته بندی 

برای اين نوع سؤال ها داشته باشيم، تا بدانيم در مواجهه با اين سؤال ها بهتر است چه كار كنيم.
روش های حل سؤال های عدد توان دار 

2− و ... استفاده از همنهشتی های ديگر مثل ۲،     −1 پيداكردن همنهشتی ۱ يا
وقتی لازم است طرفين را تقسيم كنيم. استفاده از قضيۀ فرما  

وقتی دو عدد، عامل مشترک بزرگ تر از ۱ دارند. روش تبديل به ضرب دو عدد و استفاده از ک.م.م 
وقتی متغير داريم. استفاده از قضيۀ اويلر  

حالا برويم سراغ توضيح دادن هر كدام از مدل ها:
m، ترجيحاً  پيمانۀ  به  a پيدا كنيم كه  از  توان كوچک  اول يک  b سعی می كنيم  بر   an باقی ماندۀ برای پيداكردن  ۱. پیداکردن همنهشتی ۱ یا ۱-  

an را بسازيم. 1− باشد، بعد با استفاده از ويژگی به توان رساندن در همنهشتی، همنهشت با ۱ يا
3102 بر ۱۶ را به دست آوريم، اول بايد ببينيم در ميان توان های كوچک ۳ كدامشان در تقسيم بر ۱۶ همنهشت با ۱ يا برای مثال اگر بخواهيم باقی ماندۀ

 3 11
3
16

≡ 33 است:  1− است. اولين توان ۳ كه از ۱۶ بزرگ تر است،

 3 1
4
16

≡ 33 بر ۱۶ برابر ۱۱ است كه به درد ما نمی خورد. می رويم سراغ توان بعدی:  همان طور كه می بينيد باقی ماندۀ
34 بر ۱۶ برابر ۱ است. بنابراين توان مناسب را پيدا كرده ايم. حالا نوبت ساختن3102 است: خب! اين خودش است. باقی ماندۀ ۸۱ يا

 3 1 3 1 3 9
4
16

100
16

102
16

25 3
2

≡  → ≡  → ≡×·H¼U  ¾M  

2243 بر ۳۱ كدام است؟ باقی ماندۀ تقسيم عدد
۱۶ (۴  ۸ (۳  ۴ (۲  ۲ (۱

1− به پيمانۀ ۳۱  2243 را بسازيم. اگر بتوانيم توانی از ۲ پيدا كنيم كه همنهشت با ۱ يا اين جا بايد يک همنهشتی اوليه بنويسيم، بعد آن را به توان رسانده و
25 است كه در تقسيم بر ۳۱ باقی مانده ای برابر ۱ دارد: بشود، خيلی خوب است. اولين توان ۲ كه از ۳۱ بزرگ تر است

 
2 1 2 1 2 2 8
5
31

240
31

243
31

348 2
3

≡  → ≡  → ≡ =×·H¼U  
پس باقی مانده برابر ۸ می شود.

2 در تقسيم بر ۷ كدام است؟ 3 1
23×× −−( ) باقی ماندۀ عدد

۳ (۴  ۲ (۳  ۱ (۲ ۱) صفر 

1− باشد: 2 را بر ۷ پيدا كنيم. در گام اول سعی می كنيم توانی از ۳ را پيدا كنيم كه ترجيحاً به پيمانۀ ۷ همنهشت با ۱ يا 3 1
23× −( ) می خواهيم باقی ماندۀمی خواهيم باقی ماندۀ

 3 1 3 1 1 3 9 2 3 1
3

7
21

7
7 23

7 7
233 1

2

≡ −  → ≡ − = −  → ≡ − ≡ −  → −× −7  ·H¼U ( ) ≡≡ −  → × − ≡ − + =×
7

23
7

2
3 2 3 1 6 7 1( )  

۷تا اضافه كرديم تا باقی مانده مثبت دربيايد؛ پس باقی مانده برابر ۱ می شود.

25 در تقسيم بر ۱۱ كدام است؟ 1n++ باقی ماندۀ
۴) ۲ يا ۱۰ ۳) ۲ يا ۹  ۲) ۲ يا ۷   ۲ (۱

 2 5
4
11

≡ 24 است كه داريم:  1− باشد. اولين توان ۲ كه بزرگ تر از ۱۱ است، ابتدا يک توان كوچک از ۲ پيدا می كنيم كه در تقسيم بر ۱۱ همنهشت با ۱ يا

 2 10 1
5
11 11

≡ ≡ − ۵ عدد مناسبی نيست. بنابراين به سراغ توان بعدی می رويم: 
حالا سعی می كنيم عبارت صورت سؤال را بسازيم. طرفين را به توان n می رسانيم و در ۲ ضرب می كنيم:

 2 1 2 1 2 1 2
5
11

5
11

5 1
11

2≡ −  → ≡ −  → ≡ − ×× +n n n n n·H¼U   ¾M ( ) ( )  
حالا دقت كنيد كه دو حالت پيش می آيد:

 2 1 2 2
5 1

11
n+ ≡ × = اگر n زوج باشد: 

يعنی در اين حالت باقی مانده در تقسيم به ۱۱ برابر ۲ است.

 2 2 9
5 1

11 11
n+ ≡ − ≡ اگر n فرد باشد: 

در اين حالت باقی ماندۀ عبارت بر ۱۱ برابر ۹ است.
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۲. استفاده از همنهشتی های دیگر مثل ۲،۲- و ... 

1− باشد. در  گاهی اوقات در بعضی سؤال های پيداكردن باقی مانده در اعداد توان دار نمی توانيم به راحتی يک توان كوچک پيدا كنيم كه همنهشت با ۱ يا
اين صورت بايد از عددهای ديگری استفاده كنيم و مرحله به مرحله سؤال را ساده كنيم.

519 را بر ۴۱ پيدا كنيم، اول باقی ماندۀ چند توان ۵ را بر ۴۱ پيدا می كنيم:   برای مثال فرض كنيد می خواهيم باقی ماندۀ

 5 2 5 10 5 50 9
3
41

4
41

5
41 41

5 5≡  → ≡  → ≡ ≡× ×  
1− نيستند، پس به ناچار از عدد همنهشت ديگری استفاده می كنيم  همان طور كه می بينيد توان های كوچک ۵ هيچ كدام در پيمانۀ ۴۱ همنهشت با ۱ يا

و مرحله به مرحله عدد توان دار مورد نظر را می سازيم:
 5 2 5 64 23 5 115 33

3
41

18
41 41

19
41 41

5º ¾ ®¾¾¾ º º ¾ ®¾ º º´

¯

6  ·H¼U  ¾M

½kºII¶ïÂ¤IM
 

733 بر ۱۷ كدام است؟ باقی ماندۀ تقسيم
۱۶ (۴  ۱۵ (۳  ۷ (۲  ۱ (۱

1− باشد، اما از آن جايی كه در توان های كوچک ۷ چنين عددی  ترجيح آن است كه يک توان كوچک از ۷ پيدا كنيم كه در تقسيم بر ۱۷ همنهشت با ۱ يا

 7 2 7 2 7 2 7
2
17

32
17

16 33
17

1616 7≡ −  → ≡ −  → ≡ ××·H¼U  ¾M ( ) 72 استفاده می كنيم:  وجود ندارد، از

 2 1 2 1 2 7 7
4
17

16
17

16
17

7≡ −  → ≡  → × ≡×4  ·H¼U  ¾M 2 را بر ۱۷ به دست آوريم:  7
16 × 733 می توانيم باقی ماندۀ پس به جای

733 بر ۱۷ برابر ۷ است. بنابراين باقی ماندۀ

۳. استفاده از قضیۀ فرما 

يک قضيه ای داريم به اسم قضيۀ فرما كه در اين مدل سؤال ها كمک كننده است. البته حواستان باشد كه اين قضيه در كتاب درسی نيست و در امتحان 
نهايی نمی توانيد از آن استفاده كنيد.

 ap
p

− ≡1 1 ) باشد، داريم:  , )a p اگر p عددی اول و هم چنين1=
733 بر ۱۷ را با استفاده از قضيۀ فرما به دست آوريم، داريم: برای مثال در تست قبل اگر بخواهيم باقی ماندۀ

7 :فرما 1 7 1 7 7
16

17
32

17
33

17
7≡  → ≡  → ≡×2  ·H¼U  ¾M  

575 بر ۳۷ بخش پذير می شود، كدام است؟ ++ a كوچک ترين مقدار طبيعی كوچک ترين مقدار طبيعی a كه به ازای آن
۳۱ (۴  ۲۹ (۳  ۲۳ (۲  ۱۹ (۱

با توجه به اين كه ۳۷ عددی اول است، از قضيۀ فرما استفاده می كنيم:

 5 1 5 1 5
36

37
72

37
75

37
5
3

≡  → ≡  → ≡×.´ÃºIwnïÂ¶  2  ·H¼U  ¾M
1125 14 5 14

37
75

37

≡  → + ≡ ++a a a  
+14 را برابر خود ۳۷ فرض می كنيم: a +14 بر ۳۷ بخش پذير باشد. بنابراين a a بايد كوچک ترين عدد طبيعی باشد به طوری كه

 14 37 23+ = ⇒ =a a  

۴. وقتی لازم است طرفین را تقسیم کنیم 

گاهی در بعضی سؤال های پيداكردن باقی مانده در عددهای توان دار وقتی از قضيۀ فرما استفاده می كنيم، لازم می شود در آخر طرفين را تقسيم بر يک عددی 
تقسيم كنيم. در اين مدل سؤال ها، مثل روش اول حل معادلۀ همنهشتی عمل می كنيم.

برای درک بهتر به مثال زير نگاه كنيد:

535 بر ۱۹ چند است؟  باقی ماندۀ

خب اگر از قضيۀ فرما استفاده كنيم، داريم:
 5 1 5 1

18
19

36
19

≡  → ≡2  ·H¼U  ¾M  
 [ ]1

19
حالا اگر بتوانيم طرفين را بر ۵ تقسيم كنيم، پاسخ سؤال به دست می آيد. اما مشكل اين جاست كه ۱ را نمی شود به ۵ تقسيم كرد، به همين خاطر يک عدد از

 [ ] { , , , }1 1 20
19
=   پيدا می كنيم كه مضرب ۵ باشد: 

 5 1 20 5 4
36

19 19
35

19
5

5 19 1
≡ ≡  → ≡÷

=( , ) همان اول كار ۲۰ پيدا شد! داريم: 
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281 بر ۴۳ كدام است؟ باقی ماندۀ
۲۷ (۴  ۲۳ (۳  ۱۳ (۲  ۱۱ (۱

اگر از قضيۀ فرما استفاده كنيم، داريم:
 2 1 2 1

42
43

84
43

≡  → ≡2  ·H¼U  ¾M  
 [ ] { , , , , }1 42 1 44

43
= −  ] را می نويسيم:  ]1

43
حالا اگر طرفين را تقسيم بر ۸ كنيم، پاسخ به دست می آيد. برای اين كار كلاس

 2 44 2 11
84

43
82

43
4

4 43
≡  → ≡÷

( , )  

 [ ] { , , , } ( , )11 11 54 2 54 2 27
43

82
43

81
43

2

2 43 1
= ⇒ ≡  → ≡÷

=  حالا بايد دوباره طرفين را به ۲ تقسيم كنيم، داريم: 

۵. روش تبدیل به ضرب دو عدد و استفاده از ک.م.م 

در سؤال های پيداكردن باقی ماندۀ n بر b گاهی عدد b عدد بزرگی است كه نمی شود از راه های معمول به سؤال جواب داد. اما اگر b را بتوان به صورت 
an را بر c و d به دست آورده و بعد ک.م.م بگيريم. ) آن گاه می توانيم باقی ماندۀ b c d= × حاصل ضرب دو عدد كوچک تر نوشت (مثلاً

برای درک بهتر، مثال زير را ببينيد:

521 بر ۸۸ چند است؟  باقی ماندۀ

1− يا حتی ۲ يا ... داشته  خب همين طور كه می بينيد ۸۸ به نسبت عدد بزرگی است و پيداكردن يک توان مناسب ۵ كه در تقسيم به آن همنهشتی ۱ يا
باشد، سخت است و حتی برای پاسخگويی به اين سؤال نمی توانيم از قضيۀ فرما استفاده كنيم.

 88 8 11= × حالا سعی می كنيم اين عدد را تجزيه كنيم و به صورت حاصل ضرب دو عدد بنويسيم: 
حالا باقی ماندۀ521 بر ۸ و ۱۱ را به دست آورده و ک.م.م می گيريم:

 
5 1 5 1 5 5

5 1

2
8

20
8

21
8

10
11

10 5≡  → ≡  → ≡

≡

×·H¼U  ¾M

I¶oÎ

2  ·H¼U  


¾¾M
IÀï¾ºIµÃQ ³.³.¥ ·¼ºI¤

 → ≡  → ≡










×
5 1 5 5
20

11
21

11
5 11[ ,, ]8 88

21
88

5 5= → ≡  

حالا سعی كنيد قبل از اين كه به پاسخ تست زير نگاه كنيد اول خودتان با استفاده از اين روش آن را حل كنيد.

224 بر ۱۵۳ كدام است؟ باقی ماندۀ
۱۵۲ (۴  ۴ (۳  ۲ (۲  ۱ (۱

1− داشته باشد، سخت است؛ بنابراين ۱۵۳ را تجزيه می كنيم: ۱۵۳ عدد بزرگی است و پيداكردن يک توان كوچک از ۲ كه با آن همنهشتی ۱ يا
 153 3 17

2= ×  

 2 1 2 1
3

9
24

9

≡ −  → ≡8  ·H¼U  ¾M 224 را بر ۹ و ۱۷ به دست می آوريم:  حالا باقی ماندۀ

 2 1 2 1
4
17

24
17

≡ −  → ≡6  ·H¼U  ¾M سمت راست ها يكسان است، بنابراين ک.م.م می گيريم: 

 
2 1

2 1

2 1 2 1

24
9

24
17

24 24
153

9 17≡

≡









⇒ ⇒ ≡≡
[ , ]

(اين تست مشابه دوتا از تست های كنكور ۹۹ است) 

۶. دو عدد عامل مشترک بزرگ تر از ۱ دارند 

an و b نسبت به هم اول اند، اما گاهی اين دو عدد عامل مشترک دارند. an بر b، دو عدد در بيشتر سؤال های پيداكردن باقی ماندۀ
برای پاسخ دادن به اين سؤال ها:

اول ب.م.م دو عدد را پيدا كنيد.
هر دو عدد را بر ب.م.م تقسيم كنيد تا دو عدد جديد و در نتيجه يک سؤال جديد به وجود بيايد.

در سؤال جديد باقی مانده را پيدا كنيد.
جواب نهايی را در ب.م.م ضرب كنيد.

237 را بر ۱۲۰ به دست می آوريم:  حالا با استفاده از همين روش، باقی ماندۀ
 ( , ) ( , )2 120 2 2 3 5 2 8

37 37 3 3= × × = = ب.م.م دو عدد برابر ۸ است: 
234 بر ۱۵ است. 234 و ۱۵، پس سؤال جديد ما پيداكردن باقی ماندۀ 237 و ۱۲۰ را بر ۸ تقسيم كنيم، می شوند اگر

 2 1 2 1 2 4
4
15

32
15

34
15

2
2

≡  → ≡  → ≡×8  ·H¼U  ¾M 234 را بر ۱۵ پيدا می كنيم:  باقی ماندۀ
 4 8 32× = حالا اين عدد ۴ را در ب.م.م دو عدد كه ۸ است ضرب می كنيم، جواب نهايی برابر است با: 
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536 بر ۸۵ كدام است؟ باقی ماندۀ
۳۰ (۴  ۱۵ (۳  ۶ (۲  ۵ (۱

536 و ۸۵ عامل مشترک بزرگ تر از يک دارند، پس: دو عدد
 ( , ) ( , )85 5 5 17 5 5

36 36= × = ب.م.م دو عدد برابر است با: 
535 را بر ۱۷ به دست آوريم. دو عدد را بر ۵ تقسيم می كنيم. حالا بايد باقی ماندۀ

 5 1 5 1 5 125 6
16

17
32

17
35

17 17
5
3

≡  → ≡  → ≡ ≡×

I¶oÎ

2  ·H¼U  ¾M
���  

 5 6 30× = حالا اين باقی مانده يعنی ۶ را در ب.م.م دو عدد ضرب می كنيم. پاسخ نهايی برابر است با: 

کمی  عمیق تر:

۷. استفاده از قضیۀ اویلر  

توجه كنيد اين روش نيز مانند قضيۀ فرما خارج از كتاب است، اما دانستن آن خيلی خوب است و يک جاهايی خيلی به درد می خورد.
ϕ(n) را ياد بگيريد. قبل از اين كه با قضيۀ اويلر آشنا شويد، اول بايد تابع اويلر يا

ϕ(n) برابر است با تعداد اعداد طبيعی كوچک تر از n كه نسبت به n اول باشد. تابع اويلر:
)ϕ است، زيرا ۴ عدد طبيعی كوچک تر از ۱۰ وجود دارد كه نسبت به ۱۰ اول اند:  )10 4= برای مثال

 ( , ) ( , ) ( , ) ( , ) ( , ) ( , ) ( ,110 1 2 10 2 3 10 1 4 10 2 5 10 5 6 10 2 7 1= = = = = =� �� � � � 00 1 8 10 2 9 10 1) ( , ) ( , )= = =� ��  
ϕ(n) وجود دارد: اما راه ساده تری برای به دست آوردن

 ϕϕ(n) روش سريع به دست آ وردن

(۱) ابتدا عدد را به عوامل اول تجزيه می كنيم:
 n p p p pk k=

1 2 3
1 2 3a a a a



)ϕ عدد ۳۶۰ را تجزيه می كنيم: )360 برای مثال برای پيداكردن
 360 2 3 5

3 2= × ×

(۲) از همۀ پايه ها يكی كم می كنيم و عددها را در هم ضرب می كنيم:
 ( ) ( ) ( )p p pk1 2

1 1 1− − −

 ( ) ( ) ( )2 1 3 1 5 1 1 2 4− − − = × ×

(۳) حالا از همۀ توان ها يكی كم می كنيم و پايه با توان های كم شده را در 
عدد مرحلۀ قبل ضرب می كنيم:

 j( ) ( ) ( ) ( )n p p pk= - - -
1 2

1 1 1…� ����� �
´Äjo ̈ ́  ̈ Â§Ä  IÀï¾ÄIQ  pH

����� � ���� ��…p p pk k1

1

2

1 1
1 2a a a- - -

´Äjo ̈ ́  ̈ Â§Ä  IÀï·H¼U  pH
���

 j( )360 1 2 4 2 3 5
2 1 0= ´ ´ ´ ´ ´

®L¤  ¾±eo¶  jkø Â§Ä  IÀï¾ÄIQ  pH
.´Äjo¨   ´¨

= 96

)ϕ را پيدا می كنيم: )105 )ϕ و )101 ،ϕ( )100 jبرای درک بهتر j( ) ( )100 2 5 1 4 2 5 40
2 2 1 1= ´ = ´ ´ ´ =

                                                    Â§Ä  IÀï¾ÄIQ  pH    Â§Ä IÀï·H¼U pH
                                                     ́ Äjo¨´¨           ́ Äjo¨´¨

 

ϕ( )101 100= دقت كنيد ۱۰۱ عددی اول است و بنابراين نسبت به همۀ عددهای طبيعی قبل از خودش اول است، پس:

j j( ) ( ) (105 3 5 7 2 4 6 3 5 7
0 0 0= ´ ´ = ´ ´ ´ ´ ´

  Â§Ä  IÀï¾ÄIQ  pH
 ´Äjo¨  ́ ¨

   Â§Ä IÀï·H¼U pH
 ´Äjo¨  ́ ¨

) = 48  

(يعنی وقتی همۀ عوامل اول توان ۱ دارند فقط كافی است از هر كدام از پايه ها يكی كم كنيم و عددها را در هم ضرب كنيم.)
حالا برسيم به قضيۀ اويلر

 a
n

ϕ(n) ≡1 ) باشد، آن گاه:  , )a n قضيۀ اويلر: اگر1=
اين قضيه كمک می كند كه ما توان مناسب كه همنهشت با ۱ باشد را پيدا كنيم.

250 را بر ۱۰۵ به دست آوريم، يكی از روش ها خردكردن ۱۰۵ به دو عدد است، اما می توانيم با استفاده از  برای مثال فرض كنيد می خواهيم باقی ماندۀ
قضيۀ اويلر نيز به اين سؤال پاسخ دهيم:

 2 1
105

105
ϕ( ) ≡ ) است، داريم:  , )2 105 1= با توجه به اين كه

 2 1 2 4
48

105
50

105
2
2

≡  → ≡× )ϕ را كمی بالاتر به دست آورديم، بنابراين:  )105
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2325 بر ۴۵ كدام است؟ باقی ماندۀ تقسيم
۴۴ (۴  ۲۳ (۳  ۲۲ (۲  ۱ (۱

پاسخگويی به اين سؤال از روش های معمول سخت است، اما با استفاده از قضيۀ اويلر می توانيم به سادگی به آن پاسخ دهيم:
 j j( ) ( ) ( ) ( )45 3 5 3 1 5 1 3

2 1= ´ = - - ´
      IÀï¾ÄIQ  pH
´Äjo ̈ ́  ̈ Â§Ä

´́ =5 24
0

    IÀï·H¼U  pH
´Äjo ̈ ́ ¨   Â§Ä

 

) است از قضيۀ اويلر استفاده می كنيم: , )23 45 1= حالا با توجه به اين كه

 23 1 23 1 23 23
45

45
24

45
25

45
23ϕ( ) ≡ ⇒ ≡  → ≡×  

718 بر ۴۲۰ كدام است؟ باقی ماندۀ تقسيم
۱۶ (۴  ۴۹ (۳  ۱۴ (۲  ۷ (۱

718 و ۴۲۰ عامل مشترک دارند، بنابراين ابتدا ب.م.م آن ها را به دست می آوريم:

 ( , ) ( , )7 420 7 2 3 5 7 7
18 18 2= × × × =  

7

7
7

420

7
60

18
17= =, اگر عددها را به ۷ ساده كنيم، داريم:

717 بر ۶۰ چند است؟» پس سؤال جديد می شود: «باقی ماندۀ
)ϕ می شود: )60 حالا از قضيۀ اويلر استفاده می كنيم؛

 j j( ) ( )60 2 3 5 1 2 4 2 3 5
2 1 0 0= ´ ´ = ´ ´ ´ ´ ´

Â§Ä  IÀï¾ÄIQ  pH
   ´Äjo  ̈ ́ ¨

ÂÂ§Ä  IÀï·H¼U  pH
    ́ Äjo ̈ ́ ¨

=16  

 7 1 7 1 7 7
60

60
16

60
17

60
7ϕ( ) ≡ ⇒ ≡  → ≡× ) داريم:  , )7 60 1= حالا با توجه به اين كه

 r = × =7 7 49 حالا برای به دست آوردن جواب نهايی كافی است اين باقی مانده را در ب.م.م ضرب كنيم، داريم: 

۸. وقتی متغیر داریم 

يک فرم مهمی از سؤال های پيداكردن باقی مانده در عددهای توان دار وجود دارد كه چندين بار هم از اين فرم در كنكور سراسری سؤال آمده است. در اين 
بخش می خواهيم با روش پاسخگويی به اين مدل سؤال ها آشنا شويم. به مثال زير نگاه كنيد:

2n بر ۱۳ باقی مانده ای برابر ۱۲ دارد؟ ، عدد n << 100  به ازای چند عدد طبيعی

 2 12 1

13 13
n ≡ ≡ − اگر رابطه را به صورت همنهشتی بنويسيم، داريم: 

1− می شود را  برای پاسخگويی به اين سؤال ها، پيش از هر كار بايد كوچک ترين توان ۲ يا به عبارت ديگر كوچک ترين مقدار n كه در تقسيم به ۱۳ همنهشت با ۱ يا

 2 3
4
13

≡ 24 است، داريم:  پيدا كنيم. اولين توان ۲ كه از ۱۳ بزرگ تر است،

 × → ≡2 5
13

2 6 1− نشد، پس طرفين را در ۲ ضرب می كنيم:  خب اين ۱ يا

 × → ≡ ≡ −2 6
13 13

2 12 1 باز هم نشد، دوباره ضرب می كنيم: 
خب حالا شد! با توجه به اين كه می خواهيم سمت راست همان1− باقی بماند، بايد طرفين را به توان فرد برسانيم:

 2 1 2 1 2 1
6
13

6 2 1
13

12 6
13

2 1≡ −  → ≡ − ⇒ ≡ −+ + +k k k·H¼U  ¾M ( )  

 0 12 6 100 6 12 94
1

2

94

12
7 0 1 7< + < ⇒ − < < ⇒ − < < = ⇒ =k k k k/ , , ,� … 12 باشد:  6k + پس n بايد به صورت

پس به ازای ۸ مقدار n، رابطه برقرار است. 

11 كدام است؟ 1
19a ºº تعداد اعداد دورقمی تعداد اعداد دورقمی a، به طوری كه

۳۰ (۴  ۲۸ (۳  ۲۷ (۲  ۲۵ (۱
اين جا مجهول در توان قرار گرفته است. در اين مدل سؤال ها بايد بگرديم و اولين عددی كه رابطه به ازای آن برقرار می شود را پيدا كنيم، بعد فرم كلی مجهول 

 11 8 11 8 64 7 11 7 11

19
2
19

2
19

3
19

11≡ −  → ≡ − = ≡  → ≡ ××2  ·H¼U  ¾M ( ) == ≡77 1

19

را به دست آوريم: 

a باشد، رابطه برقرار می شود. حالا چند عدد دورقمی مضرب ۳ داريم؟ k= 3 11 می شود؛ بنابراين اگر 1
3

19
k ≡ حالا اگر دو طرف رابطه را به توان k برسانيم،

تا مضرب ۳ داريم، ولی ۳، ۶ و ۹ قابل قبول نيستند (چون گفته دورقمی) پس ۳۰تا جواب دورقمی برای a به دست می آيد: [ ]99

3
33=

 [ ] [ ]99

3

9

3
33 3 30− = − =  
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10 بر ۴۳ بخش پذير است؟ 5
n n−− n عبارت ″″ 100 به ازای چند عدد طبيعی

۱۵ (۴  ۱۴ (۳  ۸ (۲  ۷ (۱

10 بر ۴۳ بخش پذير باشد، يعنی باقی ماندۀ آن در تقسيم به ۴۳ برابر صفر است. داريم: 5
n n− اگر

 10 5 0 10 5 2 1

43 43 43
5

5 43 1

n n n n nn

n- º Þ º ¾ ®¾¾¾ º¸
=( , )

 

 2 21 2 42 1
6
43

7
43 43

2≡  → ≡ ≡ −× حالا بايد كوچک ترين توان ۲ را پيدا كنيم كه به ۴۳ همنهشتی ۱ دهد: 

 2 1 2 1
7
43

14
43

2≡ −  → ≡k k·H¼U  ¾M حالا اگر بخواهيم سمت راست به عدد ۱ تبديل شود، بايد طرفين را به يک توان زوج برسانيم: 

 14 100
100

14
7 1 2 7k k k≤ ⇒ ≤ = ⇒ =/ , , ,� … n باشد. در اين صورت:  k=14 پس فرم كلی n بايد به صورت

330 بر ۶۱ كدام است؟ 1k−− اگر k عددی طبيعی و دورقمی باشد، باقی ماندۀ تقسيم
۴۱ (۴  ۲۰ (۳  ۱۳ (۲  ۱ (۱

1− دهد را پيدا می كنيم: 3 كوچک ترين توان كوچک ترين توان ۳ كه در تقسيم به ۶۱ همنهشتی ۱ يا 20 3 60 1 3 1
4
61

5
61 61

30
61

3 6≡  → ≡ ≡ −  → ≡× k k·H¼U  ¾M  
330 را بر ۶۱ می خواهيم، پس بايد طرفين رابطه را بر ۳ تقسيم كنيم: 1k− اما باقی ماندۀ

 3 1 60 3 20 41
30

61 61
30 1

61 61
3

3 61 1

k k≡ ≡ −  → ≡ − ≡÷
=

−
( , )  

9k بر ۹۱ برابر كدام يک از عددهای زير نمی تواند باشد؟ باقی ماندۀ تقسيم عدد
۸۱ (۴  ۲۷ (۳  ۹ (۲  ۱ (۱

1− است: 9. بررسی می كنيم كدام يک از توان های ۳ در تقسيم به ۹۱ همنهشت با ۱ يا 3
2k k= می دانيممی دانيم

 3 10 3 30 61 3 183 1
4
91

5
91 91

6
91 91

3 3≡ −  → ≡ − ≡  → ≡ ≡× ×  
36 برسيم؛ بنابراين k را بايد سه حالت فرض كنيم: 32k داريم، اما بايد به خب ما در صورت سؤال

k q k q qq= ⇒ = ≡  → ≡3 3 3 3 1 3 1
2 6 6

91
6

91

: ·H¼U ¾M  

k q k q q qq= + ⇒ = ≡  → ≡  → ≡+ +×
3 1 3 3 3 1 3 1 3

2 6 2 6
91

6
91

6 2
91

3
2

: ·H¼U ¾M
99  

k q k q q qq= + ⇒ = ≡  → ≡  → ≡+ +×
3 2 3 3 3 1 3 1 3

2 6 4 6
91

6
91

6 4
91

3
4

: ·H¼U ¾M
881  

یک اتحاد مهم

 ( )a b a na b n a b nab bn n n n n n+ = + + ( ) + + +− − −1 2 2 1

2
 ) را در نظر بگيريد:  )a b n+ بسط

 ( ) ( )a b a b ab na n a b nbn n n n n n+ − − = + ( ) + +− − −2 3 2

2
 a را از طرفين كم كنيم داريم:  bn n+ حالا اگر

 ( )a b a bn n n
ab

+ − − ≡ 0 سمت راست تساوی مضرب ab است، پس سمت چپ هم بايد مضرب ab باشد؛ بنابراين: 

 ( )a b a bn
ab

n n+ ≡ + و در نتيجه:  

11 بر كدام يک از عددهای زير بخش پذير است؟ 4 7
37 37 37−− −− عدد

۲۸ (۴  ۲۶ (۳  ۲۴ (۲  ۲۲ (۱

n باشد، می توان نوشت: = 37 b و = 4 ، a = 7 ، بنابراين اگر ( )a b a bn
ab

n n+ ≡ + می دانيممی دانيم

 ( )7 4 7 4 11 7 4 0
37

4 7
37 37 37 37 37

28

+ ≡ + ⇒ − − ≡
×

 
بنابراين اين عدد همواره بر ۲۸ بخش پذير است.

17 بر ۷۲ كدام است؟ 6 3 2
25 25 50 75++ −− −− باقی ماندۀ

۳ (۴  ۲ (۳  ۱ (۲ ۱) صفر 

625 بر ۷۲ بخش پذير است: ، پس 72 2 3
3 2= × با توجه به اين كه

 6
72

2 3

2 3

2 3

25 25 25

3 2

22 23=
×

×
= ×  

b باشد، داريم: = 9 a و = 8 ، n = 25 ) استفاده می كنيم. اگر )a b a bn
ab

n n+ ≡ + حالا توان ها را يكسان می كنيم و از رابطۀ

 ( ) ( ) ( )8 9 8 9 17 9 8 0 17 3 2 0
25

9 8
25 25 25 25 25

72
25 2 25 3 25

72

+ ≡ + ⇒ − − ≡ ⇒ − − ≡
×

⇒⇒ − − ≡17 3 2 0
25 50 75

72
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تقويم نگاری

فرض كنيد كه بدانيم يكی از روزهای سال، چندشنبه است. با همنهشتی می توانيم تعيين كنيم كه هر تاريخ ديگری، چندشنبه می شود. دليل آن خيلی 
ساده است؛ مثلاً فرض كنيد ۳ فروردين، شنبه باشد. خب اگر ۷ روز برويم جلو، يعنی ۱۰ فروردين باز هم شنبه می شود يا ۱۷ فروردين هم شنبه است. 

حتماً فهميديد كه اين اعداد به پيمانۀ ۷، همنهشت هستند.

چيزی كه در سؤال های تقويم نگاری خيلی مهم است اين است كه وقتی داريد فاصلۀ دو روز را به دست می آوريد، خود روز اول را در 
نظر نگيريد.

برای مثال اگر ۱۳ ارديبهشت سالی دوشنبه باشد و بخواهيم ببينيم ۱۳ آبان چندشنبه است، اول بايد فاصلۀ بين دو روز را پيدا كنيم اما خود ۱۳ 
اردیبهشتخردادتیرمردادشهریورمهرآبانارديبهشت را نبايد در نظر بگيريم.

۱۸ روز (از ۱۴ تا ۳۱)۳۱ روز۳۱ روز۳۱ روز۳۱ روز۳۰ روز۱۳  

= فاصلۀ ارديبهشت تا آبان ⇒ + × + + = ⇒ ≡18 31 4 30 13 185 185 3

7

p»n  
حالا با توجه به اين كه ۱۳ ارديبهشت دوشنبه است بايد سه روز بعد از دوشنبه را پيدا كنيم كه می شود پنج شنبه.

اگر شانزدهم آذر سالی، سه شنبه باشد، چهاردهم اسفند همان سال چندشنبه است؟
۴) سه شنبه ۳) دوشنبه  ۲) يكشنبه  ۱) شنبه 

روز شروع يعنی سه شنبه را متناظر با عدد صفر گرفته تا جدول زير به دست آيد. حالا بررسی می كنيم كه ۱۴ اسفند چند روز بعد از ۱۶ آذر است:

دوشنبهیک شنبهشنبهجمعهپنج شنبهچهارشنبهسه شنبه

۰۱۲۳۴۵۶    
( )30 16 30 30− + + +

½kºI¶ïÂ¤IM  ÁIÀp»n
             nlA  pH

Áj ¸µ¿M
114 88 88 4

7

k¹ÿwH
= ⇒ ≡

  
حالا ۴ متناظر با كدام روز است؟ بله شنبه. پس اختلاف روزهای دو تاريخ را به دست می آوريم. بعد همنهشتی آن را به پيمانۀ ۷ می گيريم و از روی جدول می فهميم 

چندشنبه است. فقط يک نكته، اگر تاريخ جلوتر را داشتيم و خواستيم تاريخ عقب تر را به دست آوريم، بايد تعداد روزهای اختلاف را منفی بگيريم (بايد بريم عقب).

اگر ۱۷ مهر سالی شنبه باشد، اولين جمعۀ تيرماه آن سال چندم تير بوده است؟
۴) چهارم تير ۳) سوم تير  ۲) دوم تير  ۱) اول تير 

چون نمی دانيم اولين جمعه چندم تيرماه بوده است، اول پيدا می كنيم اول تيرماه چندشنبه بوده است.

30 (از دوم تير تا ۳۱ تير سی روز است) 31 31 17 30 31 31 17 11 4

2 3 3 3

7 7oÃU jHjo¶ n¼Äo¿{ o¿¶
⇒ + + + ≡ ≡  

پس چهار روز بعد از اول تيرماه شنبه بوده است، يعنی اول تير می شود سه شنبه و چون اولين جمعه را می خواهيم بايد سه روز برويم جلو و در نتيجه اولين جمعۀ 
تيرماه چهارم تير است.

17 باشد، ۳۹۱۴ دقيقه بعد ساعت چند است؟ : اگر الان ساعت50
 23 : 04 (۴   22 : 50 (۳   11: 04 (۲   10 : 50 (۱

فقط كافی است فقط كافی است فقط كافی است ۳۹۱۴ را بر ۶۰ تقسيم كنيم:

 -
3914

3900

14

60

65  

5 و اگر ۵ ساعت ديگر به آن اضافه  : 50 می شود ۶۵ ساعت و ۱۴ دقيقه بعد. ۴۸ ساعت بعد كه می شود دو روز بعد، ۱۲ ساعت بعد آن يعنی ۶۰ ساعت بعد می شود
.11: 04 10 اضافه كنيم كه می شود : 50 10، اما ۱۴ دقيقه هم بايد به : 50 كنيم، می شود

پیداکردن باقی مانده در اعداد خاص بدون انجام عمل تقسیم

 247 7 4 10 2 10
2= + × + × عدد ۲۴۷ را در نظر بگيريد. اين عدد از ۷تا يكی، ۴ دستۀ ۱۰تايی و ۲ دستۀ صدتايی تشكيل شده است. 

 53 3 5 10= + × در واقع هر عدد طبيعی را می توان با استفاده از توان های ده بسط داد. 
 4295 5 9 10 2 10 4 10

2 3= + × + × + ×  
 xyz z y x= + +10 100  
 ab b a= +10  
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A در نظر بگیریم، این عدد را به صورت زیر می توان بسط داد: a a a an= 

2 1 0
 در حالت کلی، اگر یک عدد را به صورت

 a a a a a a a a an
n
n… �

2 1 0 0 1

2

2

3

3
10 10 10 10= + + + + +  

چند عدد طبيعی دورقمی وجود دارند كه از حاصل ضرب ارقامشان ۲۶ واحد بيشتر باشند؟
۳ (۴  ۲ (۳  ۱ (۲  ۴ (۱

عدد را به صورتعدد را به صورتab فرض می كنيم، داريم: 

 ab ab a b ab a ab b a b b a b
b

= + ⇒ + = + ⇒ − = − ⇒ − = − ⇒ = −
−

26 10 26 10 26 10 26
26

10
( )  

اگر بخواهيم a عددی طبيعی باشد بايد مخرج كسر، صورت كسر را عاد كند:

 
10 26

10 10

10 16
− −

− −






 → −

b b

b b
b

|
|

|´Ã¹¨ïÂ¶  ´¨  

−10 عددی مثبت و كوچک تر مساوی ۱۰ است كه ۱۶ را عاد می كند: b 0 و در نتيجه 9£ £b می دانيم b رقم يكان يک عدد است. بنابراين

 

10 1 9
26 9

10 9
17 17− = ⇒ = ⇒ = −

−
=b b a   .k{IM kºH¼UïÂµº  »  SwH  jkø  ¦ÄÄ  ·I«Àj ·¼a  (¡ ¡ ù)

jkø

a

b b a

b

10 2 8
26 8

10 8
9 98

10 4

− = ⇒ = ⇒ = −
−

= ⇒ =

− = ⇒⇒ = ⇒ = −
−

= ⇒ =

− = ⇒ = ⇒ = −
−

= ⇒ =







b a

b b a

6
26 6

10 6
5 56

10 8 2
26 2

10 2
3 32

jkø

jkø












 

بنابراين به ازای سه عدد طبيعیِ دورقمی اين رابطه برقرار است.

8 در تقسيم بر ۷، باقی مانده ای برابر ۶ دارد؟ 5a a به ازای چند مقدار a، عدد چهاررقمی
۴) بيشتر از ۲  ۲ (۳  ۱ (۲ ۱) صفر 

 8 5 6 8000 100 50 6

7 7

a a a a≡ ⇒ + + + ≡ عدد را باز می كنيم: عدد را باز می كنيم: 

 8000 8 10 10 10 1 3 3 3 1 100 10 10 3 3 2

7 7 7 7

= × × × ≡ × × × ≡ − = × ≡ × ≡, به جای هر عدد، همنهشت آن را به ۷ می نويسيم: 

 − + + + ≡ ⇒ ≡1 2 1 6 3 6

7 7

a a a  

 ÷
= → ≡ ⇒ = +3

3 7 1

7

2 7 2( , ) a a k اين معادلۀ همنهشتی را حل می كنيم: 

 
k a
k a
= ⇒ =
= ⇒ =





0 2

1 9
a، رقم است، پس عددی بين صفر تا ۹ است، يعنی: 

به ازای ۲ مقدار، رابطه برقرار است.

حالا كه بازكردن يک عدد را در حالت های كلی ياد گرفتيم می خواهيم باقی ماندۀ يک عدد را بر برخی از اعداد خاص پيدا كنيم بدون اين كه دو عدد را بر 
هم تقسيم كنيم.

۱. باقی مانده بر ۲ یا ۵ یا ۱۰ 

 a a a a an n0 1 2 3

10

10 100 1000 10+ + + + +�� ����
.kºoÄmQïyhM »  5  ,2  oM
���� ������� a توجه كنيد:  a a an 2 1 0

به بازشدۀ عدد

همان طور كه مشاهده می كنيد، از جملۀ دوم به بعد، همۀ جمله ها بر ۲، ۵ و ۱۰ بخش پذيرند، بنابراين برای پيداكردن باقی ماندۀ يک عدد بر ۲ يا ۵ يا ۱۰ 
كافی است، به جای كل عدد، باقی ماندۀ يكان آن را بر عدد خواسته شده به دست آوريم:

 a a a a an 2 1 0

10 5 2

0
≡

IÄ IÄ
 

 137 7 1

2 2

≡ ≡   137 7 2

5 5

≡ ≡   137 7

10

≡ مثلاً داريم: 

يک نكته هم از اين آخری می فهميم:

باقی ماندۀ تقسیم هر عدد بر ۱۰، همان رقم یکان است؛ پس اگر رقم یکان عددی را خواستیم به دست آوریم، کافی است از همنهشتی 

به پیمانۀ ۱۰ استفاده کنیم.
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۲. باقی مانده بر ۳ یا ۹ 

a را در نظر بگيريد: a a an 2 1 0
دوباره، بازشدۀ عدد

 a a a a an
n0 1 2 0 1 1 2 2 3 3

10 100 10 9 99 999+ + + + = + + + + + + + (a a ) (a a ) (a a )  

جملاتی كه زير آن ها خط كشيده شده است، بر ۳ و ۹ بخش پذيرند؛ بنابراين باقی ماندۀ آن ها در تقسيم بر ۳ يا ۹، صفر است، پس باقی ماندۀ كل عدد بر ۳ 
يا ۹ برابر است با باقی ماندۀ مجموع جمله های باقی مانده، يعنی:

 a a a a a a a an n… �
2 1 0

3 9

0 1 2
≡ + + + +
IÄ

 

 1398 1 3 9 8 3

9 9

21

≡ + + + ≡� �� ��   1398 1 3 9 8 0

3 3

21

≡ + + + ≡� �� �� مثلاً باقی ماندۀ عدد ۱۳۹۸ بر ۳ و ۹ برابر است با: 

۳. باقی مانده بر ۱۱ 

a را به صورت زير باز می كنيم: a a an 2 1 0
باز هم عدد

 a a a a a a a a a a an
n0 1 2 3 0 1 1 2 2

10 100 1000 10 11 99 1001+ + + + + = + − + + + ( ) ( ) (
33 3
− +a )   

عددهايی كه زير آن ها خط كشيده ايم، بر ۱۱ بخش پذيرند، بنابراين به جای آن ها در پيمانۀ ۱۱، صفر قرار می دهيم.

 a a a a a a a a an
n
n… �

2 1 0

11

0 1 2 3
1≡ − + − + + −( ) يعنی: 

پس برای به دست آوردن باقی ماندۀ عددی بر ۱۱، از سمت راست، يک درميان عددی را منفی و مثبت كرده و باقی مانده را بر ۱۱ به دست می آوريم. مثلاً:

 

2415 5 1 4 2 6

73829 9 2 8 3 7 8

7152

11 11

11 11
6

19

º - + - º

º - + - + º

� �� ��

� ��� ���

ºº - + - º

ì

í

ï
ï
ï

î

ï
ï
ï

-

11 11

9

2 5 1 7 2� �� ��

 

حالا به سه تست در اين زمينه نگاه كنيد و سعی كنيد از اين نكته ها استفاده كنيد:

چند عدد طبيعی سه رقمی با دهگان ۵ وجود دارد كه در تقسيم بر ۱۱، باقی مانده ای برابر ۲ داشته باشد؟
۹ (۴  ۸ (۳  ۷ (۲  ۵ (۱

a در نظر می گيريم. حالا داريم: b5 اول عدد را به صورت
 a b b a b a b a k I5 2 5 2 7 11 7

11 11 11

≡ ⇒ − + ≡ ⇒ + ≡ ⇒ + = + ( )  
 1 18≤ + ≤a b II( ) 0 (زيرا يكان است)؛ پس:  9£ £b 1 (زيرا صدگان يک عدد سه رقمی است) و 9£ £a از طرفی می دانيم
 1 11 7 18 0 1≤ + ≤ ⇒ = =k k k, با توجه به دو رابطۀ (I) و (II) داريم: 

 

k a b
a b

= ⇒ + =0 7

7 0

6 1

5 2

4 3

3 4

2 5

1 6

  
k a b

a b
= Þ + =1 18

9 9

   

پس به ازای ۸ عدد مختلف، رابطه برقرار است.

a در تقسيم بر ۹ باقی مانده ای برابر ۵ داشته باشد، باقی ماندۀ تقسيم آن بر ۱۱ كدام است؟ b7 اگر عدد سه رقمی
۴) ۲ يا ۹ ۳) صفر يا ۹  ۲) صفر يا ۲  ۱) همواره صفر 

 a b a b a b a b k I7 5 7 5 2 7 9 7

9 9 9 9

≡ ⇒ + + ≡ ⇒ + ≡ − ≡ ⇒ + = + ( )  
 1 18≤ + ≤a b II( ) 0 و در نتيجه:  9£ £b 1 و 9£ £a دقت كنيد كه a و b رقم های صدگان و يكان يک عدد سه رقمی هستند؛ بنابراين

a از طرفی بايد بر ۹ باقی مانده ای برابر ۷ داشته باشد و از طرف ديگر بين ۱ و ۱۸ باشد، بنابراين: b+ حالا دو رابطۀ ( I) و (II) را نگاه كنيد،
 k a b= ⇒ + =0 7   k a b= ⇒ + =1 16    

 a b b a7 7

11

≡ − + حالا باقی ماندۀ عدد را بر ۱۱ به دست می آوريم. با توجه به قانون بخش پذيری بر ۱۱ داريم: 
 a b b a+ = ⇒ + − =7 7 0 در هر دو حالت اين مجموع را پيدا می كنيم: 
 a b b a+ = ⇒ + − =16 7 9  

a بر ۱۱ برابر صفر يا ۹ است. b7 پس باقی ماندۀ
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5 بر ۹۹ بخش پذير باشد، رقم b كدام است؟ 6abb اگر عدد پنج رقمی
۸ (۴  ۷ (۳  ۶ (۲  ۴ (۱

گفته بر گفته بر ۹۹ بخش پذير است، پس بر ۱۱ و ۹ بخش پذير است. از قاعدۀ بخش پذيری هر كدام می رويم:

 5 6 0 6 5 0 11 0 11 0 0

11 11 11 11 11

abb b b a a a a≡ ⇒ − + − + ≡ ⇒ − ≡ ⇒ ≡ ≡ ⇒ = (a رقم از صفر تا ۹ بود.)  

a قرار دهيم: (b هم يه رقم از صفر تا نه تا بود.) =0 اگر

 5 6 0 5 2 6 0 2 11 2 1 8

9 9 9 9 9 9
0 2

2 9 1
abb b b ba≡  → + + ≡ ⇒ ≡ − ≡ −  → ≡ − ≡= ÷

=( , ) ⇒⇒ =b 8  

11− بر ۲ بخش پذير نبود، بنابراين عددی از همان كلاس همنهشتی پيدا كرديم   در اين جا می خواهيم طرفين را بر ۲ تقسيم كنيم، اما
2− استفاده كرده ايم. كه بر ۲ بخش پذير باشد، به همين خاطر از

۴. باقی مانده بر ۴، ۲۵ و ۹۹ و ۱۰۱ 

a را در نظر بگيريد: a a an 2 1 0
يک بار ديگر بازشدۀ

 a a a a a a a an
n
n… �

2 1 0 0 1 2
10 100 10= + + + +

·oÄmQïyhM 25 ¾M
 

a است كه  a
0 1

10+ 100 به بعد جملات بر ۲۵ بخش پذيرند؛ پس باقی ماندۀ عدد بر ۲۵ همان
2

a همان طور كه می بينيد از
a نوشت. a

1 0
می توان آن را به صورت

a a a a a an 2 1 0

25

1 0
≡  

 147 47 22

25 25

≡ ≡   1391 91 16

25 25

≡ ≡ برای مثال:  

a a a a a an 2 1 0

4

1 0
≡ به همين  صورت می فهميم كه: 

 a a a a a a a a a a an… �
3 2 1 0 1 0 3 2

2

5 4
100 100= + + + a را می توانيم به صورت روبه رو باز كنيم:  a a an 2 1 0

اما عدد

 35467 67 54 100 3 100
2= + × + × برای مثال: 

a a a a a a a a a a an… �
3 2 1 0

99

1 0 3 2 5 4
≡ + + + 100 می توان نوشت:  1

101

≡ − 100 و 1

99

≡ حالا با توجه به آن كه

a a a a a a a a a a a a an… �
3 2 1 0

101

1 0 3 2 5 4 7 6
≡ − + − +  

 28627 27 86 2 16

99 99

115

≡ + + ≡ برای مثال:  

28627 27 86 2 44

101 101

57

≡ − + ≡
−

 

a كدام است؟ b2 2++ b بر ۹۹ برابر ۱ باشد، a21 اگر باقی ماندۀ عدد پنج رقمی3
۱۰۰ (۴  ۸۵ (۳  ۷۴ (۲  ۶۱ (۱

 b a a b21 3 1 3 21 1

99 99

≡ ⇒ + + ≡ طبق نكته ای كه گفته شد، داريم: 

 ab ab+ + ≡ ⇒ + ≡21 3 1 23 0

99 99

چون جمع خاصيت جابه جايی دارد، می توانيم جای b و ۳ را عوض كنيم: 

جمع دو عدد دورقمی كه يكی از آن ها ۲۳ است بر ۹۹ بخش پذير است، كه تنها حالت ممكن اين است كه:

 ab ab a b a b+ = ⇒ = ⇒ = = ⇒ + = + =23 99 76 7 6 49 36 85
2 2,  
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جمع بندی: ديديد كه به كمک بسط اعداد می توانيم يک سری قانون برای پيداكردن باقی مانده بر اعدادی مثل ۳، ۹، ۱۱ و ... درست كنيم. به همين صورت 

می توانيم برای اعدادی مثل ۱۰۰۱، ۹۹۹، ۲۷ و ... هم قانون درست كنيم. در جدول زير قانون محاسبۀ بر اعداد خاصی را كه بايد بلد باشيد يک جا برايتان آورده ايم:

مثلاًباید ...اگر باقی مانده بر ... را بخواهیم

5227باقی ماندۀ رقم يكان را پيدا كنيم.۱۰ يا ۲ يا ۵ 7 1
2 2

º º         5227 7 2
5 5

º º

5227 7

10

≡

1753باقی ماندۀ دو رقم سمت راست را پيدا كنيم.۱۰۰ يا ۴ يا ۲۵ 53 3

25 25

º º      1753 53 1

4 4

≡ ≡

1753 53

100

≡

۱۱
از سمت راست ارقام را يكی در ميان مثبت و منفی در نظر 

1117بگيريم. 7 1 1 1 6

11 11

− + − +
≡ − + − ≡

۱۰۱
از سمت راست دو رقم دو رقم جدا كنيم و يكی درميان 

مثبت و منفی در نظر بگيريم.
112305 5 23 11 4

101 11

7+ − + −

≡ − + ≡��� � �� ��

۱۰۰۱ يا ۷
از سمت راست سه رقم سه رقم جدا كنيم و يكی درميان 

مثبت و منفی در نظر بگيريم.

10117 117 10 107

1001 1001

- +
º - º



10117 117 10 2

7 7

107− +
≡ − ≡�� ��� ��

ارقام را با هم جمع كنيم.۹ يا ۳
1234 1 2 3 4 1

3 3

10

º + + + º� �� ��

1234 1 2 3 4 1
9 9

º + + + º

22335 دورقم دورقم از سمت راست جدا و با هم جمع كنيم.۹۹ 35 23 2 60

99 99

+ + +
≡ + + ≡

 

سه  رقم سه رقم از سمت راست جدا و با هم جمع كنيم.۹۹۹ يا ۲۷
11213 213 11 224

999 999

+ +
≡ + ≡



11213 213 11 8
27 27

224+ +
º + º�� ��� ��

پیداکردن رقم یکان در عددهای توان دار

می دانيم رقم يكان عدد a يعنی باقی ماندۀ عدد a به ۱۰. به جز استفاده از راه های مرسوم پيداكردن باقی مانده در اعداد توان دار كه پيش از آن با آن ها آشنا 
شديم يک نكته هايی هم وجود دارد كه اگرچه در كتاب درسی نيست، اما در پاسخگويی به اين نوع سؤال ها به ما كمک می كند.

اگر عددی به صفر، ۱، ۵ يا ۶ ختم شود هر توانی از آن عدد هم به همان رقم ختم می شود:

(۱) a an≡ ⇒ ≡
10 10

0 0  (۲) a an≡ ⇒ ≡
10 10

1 1  

(۳) a an≡ ⇒ ≡
10 10

5 5  (۴) a an≡ ⇒ ≡
10 10

6 6  
اگر رقم يكان عددی ۴ يا ۹ باشد، بسته به اين كه توان زوج يا فرد باشد رقم يكان دو حالت بيشتر ندارد.

(۵) a
a

a

k

k
≡ ⇒

≡

≡







 +

10 2
10

2 1
10

4
6

4

 

يعنی اگر رقم يكان عددی ۴ بود و به توان زوج رسيد، رقم يكان آن ۶ می شود و اگر به توان فرد رسيد، رقم يكان همان ۴ باقی می ماند.

(۶) a
a

a

k

k
≡ ⇒

≡

≡







 +

10 2
10

2 1
10

9
1

9

 

يعنی اگر رقم يكان عددی ۹ بود و به توان زوج رسيد، رقم يكان آن ۱ می شود و اگر به توان فرد رسيد، رقم يكان آن همان ۹ باقی می ماند.
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 a a≡
10

5 می توان ثابت كرد رقم يكان توان پنجم هر عدد با رقم يكان خود عدد برابر است يعنی:می توان ثابت كرد رقم يكان توان پنجم هر عدد با رقم يكان خود عدد برابر است يعنی:
از اين نكته می توان به نكتۀ زير رسيد:

an کافی است باقی ماندۀ a را به ۱۰ و باقی ماندۀ n را به ۴ پیدا کرده و جایگزین کنیم.  برای پیداکردن رقم یکان

اگر n مضرب ۴ بود، به جای آن، خود عدد ۴ را قرار می دهيم!

a an r r4
10

+ ≡  : r =1 2 3, , اگر

a an4
10

4≡  : r =0 اگر
برای درک بهتر به دو سؤال زير توجه كنيد:

22 كدام است؟ 23 24 25
23 24 25 26++ ++ ++ رقم يكان

۸ (۴  ۴ (۳  ۲ (۲ ۱) صفر 

25 5
26

10

≡24 4
25

10

≡23 3 1
24

10
4
10

≡ ≡22 2 8
23

10
3≡ =

چون رقم يكان ۵ است به هر توانی 
كه برسد رقم يكان همان ۵ باقی 

می ماند.

چون ۴ به توان فرد رسيده رقم 
يكان همان ۴ باقی می ماند.

چون ۲۴ مضرب ۴ است به جای 
آن ۴ قرار داده ايم.

باقی ماندۀ ۲۲ را بر ۱۰ و باقی ماندۀ 
۲۳ را بر ۴ به دست آورديم و 

جايگزين كرديم.

 است به هر توانی 
 است به جای 

22 طبق جدول می توانيم بنويسيم: 23 24 25 8 1 4 5 8
23 24 25 26

10 10

18

+ + + ≡ + + + ≡� �� ��  

) كدام است؟ ! ! ! !)( )
1 2 3 10

2 1
2

++ ++ ++ ++ ++


k رقم يكان عدد
۷ (۴  ۵ (۳  ۳ (۲  ۱ (۱

) است. طبق آن چه گفته شده بايد  )2 1
2k + 1» و توان آن 2 3 10! ! ! !+ + + + عدد داده شده در صورت سؤال يک عدد توان دار است كه پايه آن «عدد داده شده در صورت سؤال يک عدد توان دار است كه پايه آن «

باقی ماندۀ پايه را به ۱۰ و توان را به ۴ پيدا كرده و جايگزين كنيم:

1 2 3 10 1 2 6 24 120 10 3

10 10

33

! ! ! ! !+ + + + ≡ + + + + + + ≡ 

oÿÅ  ·I§Ä  ´¤n
 ( )2 1 4 4 1 1

2 2
4

k k k+ = + + º  

 ( ! ! ! !)( )
1 2 3 10 3

4 1
102

+ + + + º+


k بنابراين: 

معادلۀ سیالۀ خطی

  ax by c+ = فرم کلی: 

 ( , ) |a b c شرط جواب: 

روش های حل:

 ax by c
ax c

by c

b

a
+ = ⇒

≡

≡









۱) تبديل به معادلۀ همنهشتی: 

ax قرار می دهيم. by c+ = يكی از معادله ها را حل كرده يک متغير را پيدا می كنيم، سپس برای به دست آوردن متغير ديگر، متغير به دست آمده را در رابطۀ
۲x) حدس زدن و استفاده از فرمول

y
0

0
جواب اوليه  يک جواب اوليه برای معادله حدس می زنيم: 

 
x x b

d
k

y y a
d
k
d a b

= +

= −
=

0

0

, ( , ) سپس جواب های معادله را با استفاده از رابطه های روبه رو می نويسيم: 

روش ۲ حل معادلۀ سيالۀ خطی در كتاب درسی نيامده اما خيلی روش كارراه بنداز و به دردبخوری است. مشـاوره:
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5 يک معادلۀ سيالۀ خطی است و ما دنبال مقاديری صحيح از x و y هستيم. آيا می توانيد يكی از مقادير را حدس بزنيد؟ خيلی سخت  7 57x y+ = مثلاً

y باشد، رابطه برقرار است. اما به جز اين پاسخ چی؟ از هر دو روش توضيح داده شده اين معادله را حل می كنيم: x و1= نيست. اگر10=
5 را تبديل به يک معادلۀ همنهشتی كنيم. يكی به پيمانۀ ۵، ديگری به پيمانۀ ۷: 7 57x y+ = تبديل به يک معادلۀ همنهشتی: تبديل به يک معادلۀ همنهشتی: به دو صورت می توانيم

 5 7 57
5 57 7 0

7 57 5 0

7 7

5 5
x y x y

y x
+ = Þ º º

º º

ì
í
ï

îï

(¾{ïÂ¶ ·¼a)

(¾{ïÂ¶ ·¼a)
 

حالا يكی از معادله های همنهشتی را حل می كنيم (معمولاً حل کردن معادله ای که پيمانه اش کوچک تره، ساده تره):

 7 57 2 2 1 5 1

5 5 5
2

2 5 1
y y y y kº ¾ ®¾¾¾¾ º ¾ ®¾¾¾ º Þ = +¸

=
´Ã¹¨ïÂ¶  ½jIw

( , )  
حالا مقدار y را در معادلۀ اصلی می گذاريم و x را پيدا می كنيم و تمام!

 5 7 57 5 7 5 1 57 5 35 7 57 5 50 35 10 7x y x k x k x k x k+ = ⇒ + + = ⇒ + + = ⇒ = − ⇒ = −( )  

 پاسخ اين معادلۀ سياله است. كافی است به k، عددهای مختلف بدهيم تا مقادير مختلف و صحيح x و y را پيدا كنيم. با اين كار 
x k
y k
= −
= +
10 7

5 1
بنابراين

5 پيدا می كنيم. مثلاً چند نقطه را پيدا كنيم، ببينيم: 7 57x y+ = در حقيقت داريم، نقطه هايی با مختصات صحيح را روی خط

 k = ⇒1
3

6
  k = ⇒

−
2

4

11
  k = − ⇒

−
1

17

4
  k = ⇒0

10

1
 

وقتی يک معادلۀ سياله را با تبديل به معادلۀ همنهشتی حل می كنيم، نبايد هر دو معادلۀ همنهشتی را حل كنيم و x و y را جداگانه 
k′ با هم جور نيستند)، بلكه بايد يكی از معادله ها را حل كرد و با قراردادن  k′ به دست مياد که k و به دست آوريم (يكى برحسب k پيدا مى شه و اون يكى برحسب

متغير پيداشده در معادلۀ سياله، متغير ديگر را پيدا كرد.

 x
y
0

0

10

1

=
=

5 حدس بزنيم. برای مثال:  7 57x y+ = حدس زدن: سعی می كنيم يک جواب اوليه برای معادلۀ

 جواب های كلی معادله را پيدا می كنيم:  

x x b
d
k

y y a
d
k

= +

= −

0

0  حالا با استفاده از رابطۀ
x k
y k
= +
= −





10 7

1 5
 

همان طور كه می بينيد اگر بتوانيد يک حدس اوليۀ درست بزنيد، روش دوم خيلی سريع تر است.

3 وجود دارد كه هر دو مولفۀ آن، عددهايی طبيعی باشند؟ 4 35x y++ == چند نقطه روی خط
۴) بيشتر از ۲  ۲ (۳  ۱ (۲ ۱) صفر 

 3 4 35 4 35 2 3 2
3 3

x y y y y k+ = Þ º Þ º Þ = + برای حل اين معادلۀ سياله، آن را تبديل به يک معادلۀ همنهشتی به پيمانۀ ۳ می كنيم: 
 3 4 3 2 35 3 12 8 35 3 27 12 9 4x k x k x k x k+ + = ⇒ + + = ⇒ = − ⇒ = −( ) برای پيداكردن x، مقدار y را در معادلۀ سياله قرار می دهيم: 

 
x k
y k
= −
= +
9 4

3 2
پس: 

اما اگر بخواهيم x و y هر دو طبيعی باشند، داريم:

 
x k k k

y k k k
k k

> Þ - > Þ < Þ <

> Þ + > Þ > - Þ > -

ü

ý
ï

þ
ï

Þ - < < Þ
0 9 4 0 4 9

9

4

0 3 2 0 3 2
2

3

2

3

9

4
==0 1 2, ,  

پس به ازای سه مقدار k، هر دو نقطۀ x و y عددی طبيعی هستند (با چندتا عدد دادن به k هم می تونستی بفهمی همين ۳تا می شه).
هنوز با شک نگاه می كنيد، با اين كه لازم نيست، ولی باشد، هر سۀ اين نقاط را پيدا می كنيم:

 k
x
y

= ⇒
=
=

0
9

2
  k

x
y

= ⇒
=
=

1
5

5
  k

x
y

= ⇒
=
=

2
1

8
 

 و
x x b

d
k

y y a
d
k

= +

= -

0

0

 در معادله صدق می كند. با توجه به رابطۀ
x
y
0

0

5

5

=
=

سعی می كنيم يک جواب اوليه برای معادله حدس بزنيم. با كمی تلاش می توان فهميد
d جواب كلی معادله را می نويسيم: a b= ( , )

 
x k
y k
= +
= −
5 4

5 3
 

از اين جا به بعد مثل پاسخ قبلی است. چون جواب های طبيعی معادله را می خواهيم x و y هر دو بايد بزرگ تر از صفر باشند.

 
x k k

y k k
k k

> Þ + > Þ > -

> Þ - > Þ <

ì

í
ï

î
ï

Þ - < < Þ = -
0 5 4 0

5

4

0 5 3 0
5

3

5

4

5

3
1 0 1, , پس معادله سه جواب دارد. 
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به چند طريق می توان با ۳۷۰۰ ريال، تمبرهای ۱۵۰ و ۲۵۰ ريالی خريد؟
۶ (۴  ۵ (۳  ۴ (۲  ۳ (۱

تعداد تمبرهای ۱۵۰ريالی را با x و تعداد تمبرهای ۲۵۰ريالی را با y نشان می دهيم. داريم:
 150 250 3700 3 5 74

50x y x y+ = ¾ ®¾¾¾¾¾ + =´Ã¹¨ïÂ¶  ½jIw ¾M  
برای پيداكردن x و y، معادله را به يک معادلۀ همنهشتی به پيمانۀ ۳ تبديل می كنيم:

 3 5 74 5 74 2 2 1

3 3 3
2

2 3 1
x y y y y+ = Þ º ¾ ®¾¾¾¾ º ¾ ®¾¾¾ º Þ¸

=
´Ã¹¨ïÂ¶  ½jIw

( , ) yy k= +3 1  
 3 5 3 1 74 3 15 5 74 3 69 15 23 5x k x k x k x k+ + = ⇒ + + = ⇒ = − ⇒ = −( ) 3 داريم:  5 74x y+ = با قراردادن y در معادلۀ

 
x k
y k
= −
= +
23 5

3 1
پس: 

  : y ≥0 x و دقت كنيد كه تعداد تمبر نمی تواند عددی منفی باشد، پس0≤

 
x k k
y k k

k
≥ ⇒ − ≥ ⇒ ≤
≥ ⇒ + ≥ ⇒ ≥ −





 → =
0 23 5 0 4 6

0 3 1 0 0 3
0 1 2 3 4

/
/

, , , ,¥HoT{H  
پس به ازای ۵ مقدار، معادله دارای جواب است.

x به كدام صورت است؟ y−− 9 باشد، فرم كلی 13 180x y++ == اگر
 22 2k − (۴   22 2k + (۳   22 1k − (۲   22 1k + (۱

 را حدس بزنيم كه در رابطۀ بالا صدق كند، می توانيم x و y را با توجه به فرمول داده شده برحسب k بنويسيم. با توجه 
x
y

0

0
اگر بتوانيم يک جواب اوليه مثل

به اين كه ۱۸۰ بر ۹ بخش پذير است، می توانيم y را برابر صفر و x را برابر ۲۰ فرض كنيم:

 :جواب اوليه
x
y
0

0

20

0

=
=

           
a
b

d
=
=




⇒ = =

9

13
9 13 1( , )  

 ⇒ = +
= −




⇒ − = +

x k
y k

x y k
20 13

0 9
22 20 (ای بابا تو گزينه ها نيس، ولی عيب نداره يک بسته ۲۲تايی کم کن.) 

22 را می توان به صورت زير نوشت: 20k + 2− در تقسيم به ۲۲، در يک كلاس همنهشتی هستند، بنابراين عددهای ۲۰ و
 x y k kk

k
- = + - = - = ¢ -+

¢
22 22 2 22 2 22 21( )



 

15 را در نظر بگيريد. سمت چپ معادله مضرب ۵ است، در صورتی كه سمت راست آن نه، بنابراين اين معادله در مجموعۀ اعداد  25 312x y+ = معادلۀ
صحيح جواب ندارد.

 ( , ) |a b c ، آن است كه ب.م.م ضرايب x و y، عدد c را عاد كند؛ يعنی:  ax by c+ = گفتيم كه شرط جواب داشتنِ معادلۀ
دقت كنيد كه برخی از سؤال های معادلۀ سياله با استفاده از همين شرط جواب حل می شوند:

 دارای جواب باشد، فرم كلی m برحسب k كدام است؟ 26 در 39 5 1x y m++ == ++ اگر معادلۀ
 13 7k + (۴   13 6k + (۳   13 5k + (۲   13 4k + (۱

 ( , ) | |26 39 5 1 13 5 1m m+ ⇒ + شرط جواب معادلۀ سياله آن است كه: 

 5 1 0 5 1 12 25 5 13 5

13 13 13 13 13
5

13 5 1
m m m m k+ ≡ ⇒ ≡ − ≡ ≡  → ≡ ⇒ = +÷

=( , ) 5 بايد بر ۱۳ بخش پذير باشد:  1m + يعنی




