
به كتاب پرسش های چهارگزينه ای هندسۀ جامع خوش آمديد. 

جلد دوم كتاب هندسۀ جامع مربوط به درس نامه است. سعی كرديم تا جای ممكن اين درس نامه ها را خودآموز و كاربردی بنويسيم. تمام 

روش ها و تكنيک های حل مسأله (تا جايی كه از چارچوب كنكور و كتاب درسی خارج نباشد) را ارائه كرديم. 

مثال ها با دقت و وسواس زيادی چيده شده اند، حتماً آن ها را بخوانيد. اين درس نامه تمام مفاهيم كتاب های درسی هندسۀ دهم، يازدهم 

و دوازدهم را پوشش می دهد و با مطالعۀ آن به راحتی می توانيد تمام پرسش های جلد اول را پاسخ دهيد. 
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فصل
اول

ماتریس و 
كاربردها

مباحث مهم و پرسؤال اعمال روى ماتريس ها ـ دترمينان ـ وارون ماتريس

مباحث پیش نیاز كمى معادلۀ خط و مهارت محاسبه با چهار عمل اصلى

فصل های مرتبط با کتاب درسی فصل 1 كتاب درسى هندسۀ سال دوازدهم

حرف آخر اين فصل كاملاً مستقل است و يك تست مستقيماً در كنكور دارد كه با تمرين 

كافى مى توان آن را پاسخ داد.

به فصل ماتریس و کاربردها خوش آمدید.
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درس ۱: ماتریس و اعمال روی ماتریس  

به هر آرايش مستطيلی از اعداد حقيقی كه  شامل تعدادی سطر و ستون است، ماتريس می گوييم. هر عدد حقيقی در اين ماتريس يک درايه نام دارد. 
ماتريس ها را با حروف بزرگ مانند B ،A و C نمايش می دهيم:
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مرتبهٔ ماتریس

m مرتبۀ ماتريس گفته می شود. n´ اگر ماتريس، m سطر و n ستون داشته باشد، به
A
2 3

1 2 5

0 1 4
× =

−








 2 نمايش می دهيم.  3´ 2 است و آن را به صورت 3× مثلاً مرتبۀ ماتريس روبه رو كه ۲ سطر و ۳ ستون دارد،

a يعنی عنصر روی سطر دوم و ستون سوم.
23

a يعنی عنصر روی سطر اول و ستون دوم و
12

aij نمايش می دهيم. پس درايۀ موجود در سطر iامُ و ستون jامُ را با
مطالب بالا را در جدول زير مرور می كنيم:
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b كدام است؟ m++ a22 و جمع درايه های ستون دوم ۵ است، حاصل 3== A اگر بدانيم a
b m
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در ماتريس

۷ (۴  ۶ (۳  ۵ (۲  ۴ (۱
؛ يعنی عدد روی سطر دوم و ستون دوم ماتريس كه همان a است و بايد  a22 . حالا منظور از m = 2 3 است؛ پس 2´ ابتدا دقت كنيد كه مرتبۀ ماتريس،

برابر ۳ باشد؛ پس ماتريس به صورت روبه رو است:
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Þ - + + = Þ = Þ + =1 3 5 3 5b b b m حالا مجموع اعداد ستون دوم ماتريس را مساوی ۵ قرار می دهيم تا b را به دست آوريم: 

b كدام است؟ c++ . مقدار a a32 23== a و a12 21== در ماتريس روبه رو می دانيم
A

b a
b c

c
==

-- ++
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 -4 (۲   -2 (۱

-8 (۴   -6 (۳

؛ حالا داريم: a c
23

2 7= + a و c
32

1= - ، a b
21

= ، a b
12

4= - + با توجه به ماتريس می دانيم
a a b b b
a a c c c
12 21

23 32
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b c+ = + - = -2 8 6( ) بنابراين: 

2 كدام است؟ 2 033 21
2

23a a a-- ++ == A، مجموع ريشه های معادلۀ
y
x

x
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در ماتريس

-2 (۴  -3 (۳  ۲ (۲  ۳ (۱

- است. می دانيم در معادلۀ  - + =2 4 0
2x x a پس معادلۀ داده شده به صورت

23
2= a و x

21
= a و x33 = - با توجه به درايه های ماتريس داريم:

- است؛ پس: b
a

= مجموع ريشه هادرجه ۲ مجموع ريشه ها برابر - = -
-
-

= -b
a

( )
( )
2

1
2  

a تعريف می شود؛  i jij = + 2 درایۀ عمومی يک روش ديگر تعريف ماتريس ها، نوشتن يک تابع بر حسب i و j برای هر درايه است. مثلاً در يک ماتريس

1 به دست می آيد؛ پس درايۀ سطر اول و ستون  2 5
2+ = j را جای گذاری كنيم كه = 2 i و i اعداد1= j+ 2 a را بخواهيم بايد در فرمول

12
يعنی اگر درايۀ

A نمايش می دهيم. i j= + ´[ ]2
3 4

3 باشد، ماتريس را به صورت 4´ دوم برابر ۵ است. در همين مثال اگر مثلاً مرتبۀ ماتريس
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A كدام است؟ i j== -- ´́[ ]2
2 2 مجموع درايه های سطر اول ماتريس

۲ (۴  ۱ (۳  -1 (۲  -2 (۱

2 است؛ پس ۴ درايه دارد و به صورت روبه رو است: 2´ چون ماتريس
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a را به دست آوريم و ماتريس را تشكيل دهيم: a a a
22 21 12 11
, , , i بايد تمام درايه های j2 - از فرمول
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1- است. بنابراين جمع درايه های سطر اول ماتريس

a را حساب كنيم.
12

البته چون در اين تست فقط مجموع درايه های سطر اول را می خواستيم می توانستيم فقطa11 و

A اگر درايۀ واقع بر سطر اول و ستون دوم، صفر باشد، مقدار a كدام است؟ ai j== ++ ´́[ ]2 3 3 3 در ماتريس
-1 (۴  -2 (۳  -3 (۲  -4 (۱

j جايگزين می كنيم و مطابق فرض  = 2 i و = 2 مقدار1 3ai j+ a است كه برای به دست آوردن آن در فرمول
12

درايۀ سطر اول و ستون دوم ماتريس همان
 a a a

12
0 2 1 3 2 0 3= Þ + = Þ = -( ) ( ) مسئله، مساوی صفر قرار می دهيم: 

1 با كدام گزينه برابر است؟ 0 1

3 2 1
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2 3

i j- ´ (۴  [ ]i j2

2 3
+ ´ (۳  [ ]2 2 2i j- ´ (۲  [ ]i j2

2 2+ ´ (۱

و  بايد گزينه ای را انتخاب كنيم كه  حذف می شوند. حالا در بين گزينه های  و  2 است. بنابراين گزينه های  3´ دقت كنيد كه مرتبۀ ماتريس
است. ، فرمول تمامی درايه هاست و پاسخ  ، عدد ۲ می شود كه غلط است ولی  a11 را بخواهيم پيدا كنيم در  فرمول كلی درايه های ماتريس باشد، مثلاً اگر

، مجموع درايه های ستون اول و سوم كدام است؟ b
i j i j
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B و bij== ´́[ ]3 3 اگر
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3 هست و بايد ۹ درايۀ آن با توجه به ضابطه های داده شده مشخص شود: 3´ ماتريسماتريس

b b b
11 22 33

1 1 1 2 2 4 3 3 9= ´ = = ´ = = ´ =  
b b b
21 32 31

2 2 1 3 2 3 2 4 2 3 1 5= - = = - = = - =( ) ( ) ( )  
b b b
12 23 13

2 2 1 3 2 3 2 4 2 3 1 5= - = = - = = - =( ) ( ) ( )  
بنابراين درايه های ماتريس B به گونۀ مقابل است:
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مجموع درايه های ستون اول ۹ و مجموع درايه های ستون سوم ۱۸ بوده و جواب برابر ۲۷ می شود.

´1 باشد، ماتريس سطری نام دارد. به طور مثال: n ماتریس های خاص ماتريس سطری: ماتريسی كه تنها يک سطر داشته باشد و مرتبۀ آن به صورت

1 2 1 0
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n باشد، ماتريس ستونی نام دارد. به طور مثال: sinماتريس ستونی: ماتريسی كه تنها يک ستون داشته باشد و مرتبۀ آن به صورت1´
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n می شود، بنابراين ۸ سطر دارد.  = 4 n است و - =3 n ستون باشد؛ پس1 - 3 n سطر و + 4 مثلاً اگر ماتريس ستونی A دارای

) دارای چند درايه است؟ ) ( )k k-- ´́ ++2 4 ماتريس سطری A از مرتبۀ
۸ (۴  ۷ (۳  ۶ (۲  ۵ (۱

k است؛ بنابراين مرتبۀ  = 3 k بايد مساوی ۱ باشد و در نتيجه - 2 ´1 است؛ پس در اين سؤال n ماتريس سطری، فقط يک سطر دارد و مرتبۀ آن به صورتماتريس سطری، فقط يک سطر دارد و مرتبۀ آن به صورت
A است و در نتيجه اين ماتريس ۷ درايه دارد.

1 7´ ماتريس به صورت
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AD كدام است؟ 
AF

¢¢BB است. نسبت == 8 ¢¢AA و == در شكل مقابل10
5

4
(۲   5

3
(۱

 4
5

(۴   3
5

(۳

2 10 5

2 8 4
25 16 9 3

2 2 2 2 2a a
b b

a b c c c c
= Þ =
= Þ =

ì
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Þ = + Þ = + Þ = Þ = در گام اول b ،a و c را حساب می كنيم: 

e c
a

AD
AF

= = Þ = =3

5

1

3

5

5

3
AD استفاده می كنيم: 

AF e
= 1 و در گام نهايی ابتدا e را محاسبه و سپس از دستور

درس ۴: سهمی

مكان هندسی نقاطی از صفحه كه از يک خط ثابت (خط هادی) و يک نقطۀ غيرواقع بر آن خط به يک فاصله باشد.
MH MF=  

 

x فاصلۀ برابری دارند. = 2 )F و خط , )4 1 )F را در نظر بگيريد. مطابق شكل روبه رو تمام نقاط روی سهمی از نقطۀ , )4 1 x و نقطۀ = 2 مثلاً خط

x دارد. = 2 )S كه روی سهمی است، فاصلۀ برابری از F و خط , )3 1 مثلاً نقطۀ

و به طور كلی تر در مورد سهمی بايد بدانيم كه:

به نقطۀ ثابت F، كانون سهمی می گوييم.کانون

به نقطۀ S كه تلاقی محور تقارن و سهمی است، رأس سهمی می گوييم.رأس

| است.فاصلهٔ کانونی |a فاصلۀ رأس از كانون و همين طور رأس از خط هادی برابر

| است.فاصلهٔ کانون از خط هادی |2a فاصلۀ كانون از خط هادی برابر

رسم سهمی
مطابق روش گفته شده در كتاب درسی برای رسم سهمی از گونيا، نخ و مداد 

استفاده می شود (که در کنکور کاری به کار آن نداريم).

معادلۀ سهمی به رأس مبدأ اگر رأس يک سهمی مبدأ مختصات باشد و فاصلۀ كانونی آن a باشد، معادلۀ سهمی يكی از چهار حالت زير است:

سهمی افقیسهمی قائم

رو به چپرو به راسترو به پايينرو به بالا

x ay2
4=x ay2

4= -y ax2
4=y ax2

4= -

سهمی افقیسهمی قائم

)F كدام است؟ , )0 2 مثلاً معادلۀ سهمی با رأس مبدأ مختصات و كانون

y ax y xa2 2 2
4 8= ¾ ®¾¾ == a است و سهمی افقی رو به راست داريم و در نتيجه:  = 2 فاصلۀ رأس تا كانون
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)S باشد، ديگر در معادلۀ استاندارد، سهمی y نداريم و به جای آن , )a b معادلۀ استاندارد سهمی اگر رأس سهمی به جای مبدأ مختصات نقطۀ

x می نويسيم. پس معادلۀ سهمی ۴ حالت زير را دارد: - a y می نويسيم و همين طور به جای x مقدار - b

سهمی افقیسهمی قائم

رو به چپرو به راسترو به پايينرو به بالا
( ) ( )x a y- = -a b2

4( ) ( )x a y- = - -a b2
4( ) ( )y a x- = -b a2

4( ) ( )y a x- = - -b a2
4

كانون و رأس هم عرض هستند. (در مختصات آن ها y برابر است.)كانون و رأس هم طول هستند. (در مختصات آن ها x برابر است.)

4 12 3a a= Þ = )S و هم چنين داريم:  , )3 1 ) مختصات رأس ) ( )y x- = -1 12 3
2 مثلاً در معادلۀ سهمی افقی

)F محور yها را با كدام عرض قطع می كند؟ , )8 1 )S و كانون , )8 2 معادلۀ سهمی با رأس
-18 (۴  -16 (۳  -14 (۲  -12 (۱

چون كانون و رأس هم طول هستند و عرض كانون كم تر است، پس يک سهمی قائم رو به پايين داريم: 
( ) ( ) ( ) ( )x y x y- = - ´ ´ - Þ - = - -8 4 1 2 8 4 2

2 2  
x قرار می دهيم: =0 و حالا برای پيداكردن محل برخورد با محور yها مقدار

x y y y= Þ = - - ¾ ®¾¾ - = - Þ = -¸ -
0 64 4 2 2 16 14

4( ) ( )  

) كدام است؟ ) ( )y x++ == -- --1 4 1
2 مختصات كانون سهمی

( , )1 0 (۴  ( , )0 1 (۳  ( , )0 1- (۲  ( , )-1 0 (۱

4 داريم.  4a = )S و , )1 1- در گام اول دقت كنيد كه يک سهمی افقی رو به سمت چپ با رأس
حالا يک شكل تقريبی  (بدون محورهای مختصات) رسم می كنيم:

a است، پس داريم: می دانيم در حالت افقی رأس و كانون هم عرض هستند و فاصلۀ xهای آن ها برابر1=
y y
x x a

FF S

F S

= = -
= - = - =

ì
í
î

Þ -
1

1 1 0
0 1( , )  

) كدام است؟ ) ( )x y++ == --1 8 2
2 معادلۀ خط هادی سهمی

y = 3 (۴  y = 2 (۳  y =1 (۲  y =0 (۱

4 داريم و شكل تقريبی آن را رسم می كنيم: 8a = )S و , )-1 2 در گام اول دقت كنيد كه يک سهمی قائم رو به بالا با
4 8 2a a= Þ =  
ÁjIÀ ôi: y y aS= - = - =2 2 0 a از عرض نقطۀ رأس كم تر است و بنابراين داريم:  = 2 خط هادی به اندازۀ

معادلۀ گستردۂ سهمی اگر در معادلۀ استاندارد سهمی عبارت درجه دو را به توان برسانيم به يكی از حالت های زير می رسيم:

Â£ÎH Âµ¿w:

´GI¤ Âµ¿w:

Ay By Cx D

Ax Bx Cy D

2

2

0

0

+ + + =

+ + + =

ì
í
ï

îï
 

كه برای استانداردكردن آن و پيداكردن رأس و پارامتر a از دو روش زير می توانيم استفاده كنيم:

y2 ضريب  x2 يا ۱. استاندارد با روش مربع کامل ساختن در اين روش متغيرهای مربوط به عبارت درجه دوم را يک طرف نگه می داريم و اگر عبارت

داشت دو طرف را بر ضريب آن تقسيم می كنيم و سپس با اضافه كردن يک عدد، مربع كامل می سازيم.

y داريم ولی در اكثر اوقات از روش شمارۀ ۲ y2
6+ x و يا x2

4- در بعضی حالت ها فرم گستردۀ سهمی به راحتی مربع كامل می شود، مثلاً وقتی
استفاده می كنيم.

y را به صورت زير استاندارد می كنيم: y x2
4 8 12- + = مثلاً سهمی

y y x y y x y x2 2 4 2
4 8 12 4 8 12 2 8 16- + = Þ - = - + ¾ ®¾ - = - ++ ( ) Þ - = - -( ) ( )y x2 8 2

2  
a داريم. = 2 4 يعنی 8a = )S و , )2 2 پس يک سهمی افقی با رأس
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2 كدام است؟ 4 6 4 0
2x x y-- -- -- == مختصات كانون سهمی

( , )1 1 (۴  ( , )1
3

4
(۳  ( , )1

1

2
(۲  ( , )1

1

4

- (۱

2 4 6 4 0 2 4 6 4
2 2x x y x x y- - - = Þ - = + در گام اول سمت چپ فقط عبارت های شامل x را نگه می داريم: 

در گام دوم دو طرف را بر ۲ تقسيم می كنيم و مربع كامل می سازيم:
¸ +¾ ®¾ - = + ¾ ®¾ - = + = +2 2 1 2

2 3 2 1 3 3 3 1x x y x y y( ) ( ) Âµ¿w tâHn¾ ®¾¾¾ - = Þ =S a a( , ) ,1 1 4 3
3

4
 

xو يک سهمی قائم رو به بالا در نظر می گيريم و داريم: x

y y a
F

F S

F S

= =

= + = - + = -
ì
í
ï

îï
Þ -

1

1
3

4

1

4

1
1

4
( , )  

۲. استفاده از مشتق در اين روش از عبارت درجه دوم مشتق می گيريم و مساوی صفر قرار می دهيم تا طول يا عرض رأس به دست آيد و سپس با 

 Ay By Cx D2
0+ + + = Axو يا Bx Cy D2

0+ + + = جای گذاری در معادلۀ سهمی مؤلفۀ دوم رأس هم حساب می شود و از طرفی در هر دو حالت

a C
A

= - 4
برای پارامتر a در سهمی داريم: 

y برای پيداكردن رأس سهمی و پارامتر a داريم: y x2
4 8 4- + = مثلاً در سهمی

| | | |a

y y y

=
- ´

=

- = Þ = ¾ ®¾¾¾¾

8

4 1
2

2 4 0 2KveoM ¢Tz¶: Âµ¿w nj ÁnHm¬ïÁI]¾¾ - + = Þ = Þ = Þ

ì
í
ï

îï 2 4 2 8 4 8 8 1 1 2
2 ( ) ( , )x x x S

 

حالت های مختلف نوشتن معادلۀ سهمی

) و رأس(S) را نسبت به هم مشخص می كنيم و بررسی می كنيم كه آيا x آن ها يكی است يا y آن ها  )F ۱. با کانون و رأس در گام اول وضعيت كانون

(هم طول و يا هم عرض هستند) و با توجه به آن يک شكل تقريبی از ۴ مدل سهمی افقی و عمودی رسم می كنيم و a را پيدا كرده و معادلۀ سهمی را می نويسيم:
)S، با توجه به اين كه هم عرض هستند، پس سهمی افقی داريم  , )1 2 )F و , )-1 2 مثلاً برای نوشتن معادلۀ سهمی با كانون

و چون طول F كم تر است، يک سهمی رو به چپ داريم:
a x xS F= - = - - =1 1 2( ) و برای پيداكردن a داريم: 
( ) ( ) ( ) ( )y x y x- = - ´ ´ - Þ - = - -2 4 2 1 2 8 1

2 2 و در نهايت معادلۀ سهمی را می نويسيم: 
y باشد، يک سهمی  = b x باشد، يک سهمی افقی داريم و اگر = a ۲. با کانون و خط هادی در گام اول به معادلۀ خط هادی نگاه می كنيم كه اگر

قائم داريم و در گام دوم با توجه به موقعيت مختصات F با توجه به خط هادی نوع شكل را مشخص كرده و يكی از ۴ حالت را به طور تقريبی می كشيم و 
مختصات S هم كه وسط خط هادی و كانون است، را پيدا می كنيم و معادلۀ سهمی را می نويسيم:

، با توجه به خط هادی يک سهمی قائم داريم و چون عرض كانون بيشتر از عرض  y =0 )F و خط هادی , )-1 2 مثلاً برای نوشتن معادلۀ سهمی با كانون

خط هادی است، يک سهمی قائم رو به بالا رسم می كنيم:
حالا مطابق شكل روبه رو داريم:

x x

y
y y

a a

S F

S
F

= = -

=
+

= + =

= = Þ =

1

2

0 2

2
1

2 2

ÁjIÀ

ÁjIÀ ôi IU ·¼ºI¨ â¾±ÅIÎ 11

ì

í
ï
ï

î
ï
ï

 

( ) ( )x y+ = ´ -1 4 1 1
2 و در نتيجه داريم: 

x محور xها را در نقطۀ A قطع می كند. فاصلۀ نقطۀ A تا كانون سهمی كدام است؟ == --1 )F و خط هادی به معادلۀ , )3 2 سهمی به كانون
۳ (۴  2 75/ (۳  2 5/ (۲  2 25/ (۱

سهمی افقی رو به راست رسم می كنيم: 
a = 2 2 است و در نتيجه داريم:  4a = فاصلۀ كانون تا خط هادی
y y
x x a

SS F

S F

= =
= - = - =

ì
í
î

Þ
2

3 2 1
1 2( , )  

، محل برخورد با محور xها را پيدا می كنيم: y =0 در گام دوم معادلۀ سهمی را می نويسيم و با قرار دادن

( ) ( ) ( )y x x xy- = ´ - ¾ ®¾¾ = - Þ - = ==
2 4 2 1 4 8 1 1

4

8

1

2

2 0 Þ = Þx A3

2

3

2
0( , )  

AF = - + - = + = = =( ) ( ) /3

2
3 2 0

9

4
4

25

4

5

2
2 5

2 2 و در گام نهايی فاصلۀ نقطۀ A تا كانون سهمی را حساب می كنيم: 



تجسـم 
فضـایی

فصل
هفتم

مباحث مهم و پرسؤال  وضعيت نسبى نقطه، خط و صفحه، دوران شكل هاى هندسى

مباحث پیش نیاز  حجم هاى هندسى

فصل های مرتبط با کتاب درسی  فصل 4 كتاب درسى هندسۀ سال دهم

حرف آخر  به قول شاعر، تجسم كن اگر حتى تجسم كردنش سخته!

به فصل تجسم فضایی خوش آمدید.
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خط، نقطه، صفحه

مفاهيم نقطه، خط و صفحه از اساسی ترين مفاهيم در هندسه است كه معمولاً آن ها را به صورت 
مقابل نمايش می دهيم:      

دقت كنيد كه خط راست از دو طرف نامحدود است و صفحه هم از هر طرف ادامه دارد و ضخامتی ندارد. 
اصل های اساسی در فضا عبارت اند از:

از دو نقطۀ متمايز در فضا، دقيقاً يک خط می گذرد. 
از هر سه نقطه در فضا كه بر يک خط قرار ندارند، دقيقاً يک صفحه می گذرد. 

 
اگر دو نقطۀ متمايز از خطی در يک صفحه باشند، كل خط در آن صفحه است. 

 
اگر دو صفحۀ متمايز در يک نقطه مشترک باشند، آن گاه در يک خط مشترک اند كه به آن فصل مشترک دو صفحه می گوييم. 

 

از يک نقطه خارج يک خط، تنها يک خط به موازات آن می توان رسم كرد. 

 

وضعیت نسبی خط و صفحه يک خط و يک صفحه در فضا نسبت به هم سه وضعيت مختلف می توانند داشته باشند.

خط d منطبق بر صفحۀ pخط d متقاطع با صفحۀ pخط d موازی صفحۀ pوضعیت

شکل

dبیان ریاضی p = Æd p A ={ }d pÎ

راه های مشخص شدن صفحه در فضا برای آن كه يک صفحه به صورت يكتا و منحصر به فرد در فضا مشخص شود بايد يكی از چهار حالت زير را داشته باشيم:

دو خط موازی غيرمنطبقدو خط متقاطعيک خط و يک نقطه خارج آنسه نقطۀ غير هم راستا

وضعیت نسبی دو خط در فضا دو خط در فضا نسبت به هم يكی از ۴ وضعيت زير را دارند:

دو خطی كه در يک صفحه قرار دارند و نقطۀ مشترک ندارند. دو خط موازی

دو خطی كه در يک نقطه مشترک باشند. دو خط متقاطع

دو خطی كه در هيچ صفحه ای قرار نمی گيرند. دو خط متنافر

دو خطی كه بی شمار نقطۀ مشترک دارند. دو خط منطبق
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d2 متنافر هستند. مثلاً در شکل روبه رو دو خطd1 و

 
d4 موازی هستند. d3 و ولی خط های

وضعیت نسبی دو صفحه در فضا

دو صفحه در فضا نسبت به هم يكی از سه وضعيت زير را دارند:

متقاطعموازیمنطبق

مثلاً در شکل روبه رو صفحۀ P با صفحۀ Q موازی و هم چنين صفحۀ P با صفحۀ R متقاطع است و خط d فصل 

مشترک صفحات P و R است. 

 

تعامد

نوک مداد خود را مطابق شكل روبه رو به صورت قائم بر صفحۀ كتاب نگه داريد، حالا مداد بر بقيۀ خط های موجود در 
صفحه عمود است. 

 
پس نتيجه می گيريم:

 P بر صفحۀ d عمود باشد، خط P را قطع كند و بر تمام خط های موجود در صفحۀ P صفحۀ A در نقطۀ d اگر خط
عمود است. 

 
و در حالت خاص تر می توان نشان داد كه اگر خطی بر دو خط متقاطع از يک صفحه در محل تقاطع آن ها عمود باشد، 

بر كل آن صفحه عمود است. 

 
و هم چنين می گوييم دو صفحه بر هم عمودند، هرگاه هر كدام شامل خطی باشند كه بر ديگری عمود باشد. 

 

رسم سه  نما

هدف از اين بخش رسم نماهای بالا، چپ و روبه رو از شكل های مختلف است كه البته لحاظ كردن ارتفاع های متفاوت و رسم خطوط داخلی نماها لازم نيست 
و فقط بايد با تجسم مناسب و تمرين خطوط لبه و دور هر نما را رسم كنيد. 

مثلاً در شکل روبه رو نماهای بالا، چپ و روبه رو به صورت زير است:
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مماس مشترک دو دایره  مماس مشترک دو دايره يعنی خطی كه بر هر دو 

دايره مماس باشد، كه اگر هر دو دايره در يک طرف خط مماس باشند، به آن 
آن  به  باشند،  مماس  خط  طرف  دو  در  دايره  دو  اگر  و  خارجی  مماس مشترک 

مماس مشترک داخلی می گوييم.

مماس مشترک داخلیمماس مشترک خارجی مماس مشترک داخلیمماس مشترک خارجی

 

دو دايره با توجه به قرارگيری آن ها نسبت به هم می توانند ۲ مماس مشترک داخلی يا خارجی داشته باشند و يا حتی مماس مشترک داخلی و 
خارجی نداشته باشند كه در وضعيت دو دايره نسبت به هم تعداد آن ها را در حالت های مختلف بررسی می كنيم.

وضعیت دو دایره برای دو دايره در حالت كلی با توجه به اندازۀ شعاع ها و فاصلۀ مركزهای دو دايره از يكديگر ۶ وضعيت مختلف به وجود می آيد كه در 

 . ( )OO d¢ = جدول زير حالت بندی كرده ايم. منظور از d در جدول همان فاصلۀ بين مركزهای دو دايره يا طول خط المركزين است

تعداد مماس مشترک شرطشكلوضعیت نسبی
خارجی

تعداد مماس مشترک 
داخلی

d متخارج R R> + ¢۲۲

d *مماس خارج R R= + ¢۲۱

| متقاطع |R R d R R- ¢ < < + ¢۲۰

d *مماس داخل R R= - ¢| |۱۰

0 متداخل < < - ¢d R R| |۰۰

d هم مرکز =0۰۰

¢¢ مفروض اند. اگر فاصلۀ مركزهای دو دايره ۱۲ باشد، كم ترين فاصلۀ نقاط دو دايره كدام است؟ ¢¢C O( , )3 C و O( , )4 دو دايرۀ
۵ (۴   4 5/ (۳  ۴ (۲   3 5/ (۱

؛ پس دو دايرۀ متخارج رسم می كنيم: d R R> + ¢ ¢ داريم: =R 3 R و = 4 ، d با توجه به مقادير12=

 

 x = - + = - =12 3 4 12 7 5( ) و در نتيجه نزديک ترين فاصله برابر است با: 

¢¢ مفروض اند و فاصلۀ مركزهای دو دايره ۲ است. قطر بزرگ ترين دايرۀ مماس بر دو دايره كدام است؟ ¢¢C O( , )1 C و O( , )5 دو دايرۀ
۹ (۴  ۸ (۳  ۷ (۲  ۶ (۱

، مطابق شكل دو دايرۀ متداخل داريم: d R R< - ¢| 2 يا همان| 5 1< - با توجه به رابطۀ

5 است. 2 1 8+ + = R يا همان d R+ + ¢ و قطر بزرگ ترين دايره ای كه بر هر دو مماس است برابر
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اندازۂ مماس مشترک و زاویۀ بین آن ها در حالت هايی كه دو دايره مماس مشترک داخلی يا خارجی دارند، طول مماس مشترک و زاويۀ بين آن ها 

R¢ به صورت زير به دست می آيد: برحسب R ،d و
مماس مشترک خارجی: خط المركزين، نيمساز زاويۀ بين دو مماس است. 

sin | |q
2 = - ¢R R

d همان طول TT¢ اندازۀ
مماس مشترک خارجی است. TT d R R¢ = - - ¢2 2( )

مماس مشترک داخلی: خط المركزين نيمساز زاويۀ بين دو مماس است. 

sin q
2 = + ¢R R

d همان طول TT¢ اندازۀ
مماس مشترک داخلی است. TT d R R¢ = - + ¢2 2( )

۰

در حالتی که دو دایره مماس خارج باشند، اندازهٔ مماس مشترک خارجی آن ها برابر است با:

 TT RR¢ = ¢2  

اندازۀ مماس مشترک خارجی دو دايره به شعاع های ۶ و ۱۴ برابر ۱۵ است. فاصلۀ مركزهای اين دو دايره كدام است؟
۱۸ (۴  ۱۷ (۳  ۱۶ (۲  ۱۵ (۱

TT داريم: d R R¢ = - - ¢2 2( ) با توجه به فرمول
 15 14 6 8 15 8 225 64 289

2 2 2 2 2 2 2 2 2= - - = - ¾ ®¾¾¾ = - Þ = + = Þd d d d( )  ·H¼U  ¾M dd =17  

¢¢OO با مماس مشترک خارجی دو دايره در نقطۀ M مماس  O¢¢ و شعاع های ۴ و ۹ بر هم مماس خارج هستند. دايره به قطر دو دايره با مركزهای O و
است. فاصلۀ M از نقطۀ تماس دو دايره با مماس مشترک خارجی شان كدام است؟

 7 5/ (۴  ۷ (۳   6 5/ (۲  ۶ (۱
 2 RR¢ ¢TT از دستور ¢TT است و چون دو دايره مماس خارج هستند با توجه به شكل می دانيم كه TM نصف

به دست می آيد، بنابراين داريم:
  TM TT RR RR= ¢ = ¢ = ¢ = ´ = =1

2

1

2
2 4 9 36 6( )   

قطاع ناحيه ای از درون و روی دايره را كه به دو شعاع و آن دايره محدود است، يک قطاع دايره می نامند. اگر زاويۀ مركزی قطاع دايره برحسب راديان

طول کمانمساحت قطاعمساحت قطعهa باشد، داريم:

 S R= -1

2

2( sin )a a S R= 1

2

2a L R= a

طول کمانمساحت قطاع

مثلاً مساحت قطاع دايرۀ روبه رو برابر است با:
 a p= =60

3

  

 S R= = ´ =1

2

1

2
3

3

3

2

2 2a p p( )   

S كدام است؟ S
S
1 2

3

++ دايره ای به شعاع های ۱، ۲، ۳ و ۴ رسم كرده ايم. حاصل
۱ (۱

1 5/ (۲
۲ (۳

 2 5/ (۴
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a راديان باشد، داريم: فرض كنيم زاويۀفرض كنيم زاويۀ
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و در نتيجه:
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یک تمرین مهم کتاب درسی در شكل مقابل سه دايره به شعاع های برابر r دو به دو بر هم مماس هستند و به وسيلۀ 

نخی به هم بسته شده اند. می خواهيم طول نخ و مساحت رنگی را برحسب r حساب كنيم:

 

طول نخ:طول نخ:

؛ پس هر قسمت  ( )120

360

1

3





= 2r است و از طرفی چون زاويه های120 داريم برای محاسبۀ طول نخ در نظر می گيريم كه ۳تا مستطيل داريم كه طول هر مستطيل

3 :طول نخ 2 2 6 2´ + = +( )r r r rp p 1 محيط دايره و در كل برابر يک محيط دايره است، پس طول كل نخ برابر است با: 
3

نخ كه روی دايره هاست برابر
مساحت رنگی:

برای محاسبۀ مساحت رنگی بايد از مساحت مثلث متساوی الاضلاع، سه تا قطاع زير را كم كنيم:
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= مساحت رنگی - ´ = - = -3
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2( ) ( ) ( )r r r r rp p p و در نتيجه داريم: 

دایرۂ محیطی مثلث دايره ای كه از سه رأس مثلث می گذرد و مركز آن محل برخورد عمودمنصف های مثلث است. مركز آن اگر مثلث حادالزاويه باشد، 

داخل مثلث و اگر قائم الزاويه باشد، وسط وتر و اگر مثلث منفرجه باشد، خارج مثلث قرار دارد و طول شعاع از دو روش زير قابل محاسبه است:
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مثلاً در مثلث روبه رو، شعاع دايرۀ محيطی برابر است با:
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در شكل مقابل دو وتر عمود بر هم به طول مساوی ۷ رسم شده اند. شعاع دايره كدام است؟
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 MAB را با فيثاغورس ۵ به دست می آوريم. حالا با توجه به اين كه مثلث BC طول BMC در گام اول در مثلث
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ÆA است. در مثلث ABC شعاع دايرۀ محيطی را حساب می كنيم.  = 45

 قائم الزاويۀ متساوی الساقين است، زاويۀ

دایرۂ محاطی داخلی مثلث دايره ای به مركز محل تلاقی نيمسازهای داخلی مثلث بر سه ضلع مثلث مطابق 

p است و  c- p و b- ، p a- شكل روبه رو مماس است و طول قطعه هايی كه روی ضلع های مثلث ايجاد می كند
طول شعاع آن برابر است با:

r S
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نصف محيط
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